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‘Los numeros enteros

1.1. Ordenacién y representacién

Los nUmeros empleados para contar son 0, 1, 2, 3, ... se llaman ndmeros naturales y
el conjunto formado por ellos se denota por N. Hay infinitos nUmeros naturales, pues
no existe el mayor ndmero natural, ya que dado un nimero natural su siguiente es
otro nUmero natural mayor que él.

Estos ndmeros se representan a lo largo de una recta, con la misma distancia entre
ndmeros consecutivos. Se ordenan de acuerdo a su posicién sobre la recta: se dice
gue m es menor que n, y se escribe m < n si n esté a la derecha de m.

n Calcula tres nimeros impares consecutivos cuya suma sea 45.

Los niimeros 13, 15y 17 son impares consecutivos y su suma es igual a 45.

n Observa la siguiente lista: 3, 6, 9, 12, 15, ... (qué nidmero ocupard el

quincuagésimo lugar?

El quincuagésismo lugar estara ocupado por el nimero: 3 - 50 = 150

n Se plantan darboles en fila. Sabiendo que la distancia entre dos

J J J T I

consecutivos es 2 m y que la distancia entre el primero y el Gltimo es
168 m, {cudntos darboles se han plantado?

=84 nos indica el numero de huecos entre los arboles

El cociente 168
plantados.

Como hay un arbol mas que huecos, se han plantado 85 arboles.

Para representar pérdidas y, en general, para contar hacia atrés, se necesitan nuevos
ndmeros, que expresen que no tienes, sino que debes. Junto con los naturales se les
llama nimeros enteros y se representan a la izquierda del 0 en la misma recta que los
naturales. Se denotan -1, -2, -3, ... Estos nUmeros anadidos se llaman enteros negati-
vos y los naturales distintos del cero son los enteros positivos, que son mayores que
cualquier entero negativo y que el 0. El conjunto de los nimeros enteros se denota
por Z.

4 Los nimeros enteros



n Indica qué numeros estdn representados por los puntos A, B, Cy D.
A B C D

=120 =115

A=-122, B=-119, C=-117, D=-114

El valor absoluto de un nUmero entero n se denota |n|, y se define ast:

n si n=0
In| = .
-n si n<O

m El valor absoluto de un nUmero entero es un ndmero natural.

m Ademds,

n| es el mayor entre ny —n.
B El Unico entero cuyo valor absoluto es 0 es el nUmero 0.

B El opuesto de un nUmero entero n, es otro nUmero entero con el mismo valor absolu-
fo que n pero con distinfo signo.

Ejemplos:
El valor absoluto de -3 es su opuesto, que es 3.

El opuesto de 7 es —7.

JS J J J J I I I

H ¢Cudles son los nimeros cuyo valor absoluto es 5?

Los unicos numeros cuyo valor absoluto es 5 son 5y —5.

H B Dados dos enferos negativos m y n se dice que m es menor que n y se escribe
m< n, si:

l\ Il < |m|
H m Silos nUmeros enteros m, ny p cumplen m< ny n< p, enftonces m< py se abrevia:

i m<n<p

n Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros enteros: -13, -351, 0, -19

Estos numeros se ordenan asi:
-351<-19<-13<0,

pues sus valores absolutos cumplen:

0|=0<13=-13|<19=-19| < 351=|-351]

Los nimeros enteros 5
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b Los nimeros enteros

n ¢Cudles son los niimeros cuya distancia a 5 es 17?

Buscamos los niimeros enteros n que cumplen |n—5|=17.
El numero n satisface la igualdad anterior si:

m Obienn-5=17=n=22

m Obienn—-5=-17=n=-12

Por tanto, los nimeros que distan 17 de 5 son 22 y —12.

Dos nimeros enteros opuestos distan 10 unidades.
¢ Qué numeros son?

Buscamos los niimeros enteros n que cumplen: |n— (—n)| = 10.
Es decir: |2n|=10 = n=5 o n=-5

Los nimeros buscados son -5y 5.

n Ana mantiene su casa a una temperatura ambiente de 20°C.

Su congelador esta programado para mantener una temperatura
de -15°C. Representa estos nimeros en la recta e indica cudl
es la diferencia de temperatura entre la casa y el congelador.

35 unidades

* T

T
=15 -10 -5 0 5 10 15 20

|

La diferencia de temperatura es de 35°C.

¢Es cierto que si los nimeros enteros my n cumplen que m < n, entonces

im| < nf?
En general es falso.

Por ejemplo, —2 <—1 pero: |-2|=2>1=|-1|

¢Qué numeros enteros distan 8 de su triple?
El nimero entero ndista & de su triple si: |3n—n|=8&

Obien: 2n=8=n=4

Es decir: |2"|:8<:>{Obien:2n=—5=>”:_4

Por tanto, 4 y —4 son los unicos nimeros enteros que distan & de su triple.



1.2. Operaciones con niimeros enteros

La suma y resta de nimeros enteros es la misma que la de nUmeros naturales, sin la
restriccion de que en la resta el minuendo ha de ser mayor que el sustraendo.

T J I I T I T I T

Para sumar dos nUmeros enteros con el mismo signo, se suman sus valores absolu-
tos y se mantiene el signo comun.

Ejemplos:
(+13) + (+22) = +35
(-34) + (-26) = -60

Para sumar dos nUmeros enteros con distinto signo, se restan sus valores absolutos
y se pone el signo del que tiene mayor valor absoluto.

Ejemplos:

(-1203) + 1024 = (1203 - 1024) =-179

657 — 824 = (824 — 657) = -167

Para restar dos ndmeros enteros, se suma al minuendo el opuesto del sustraendo.
Ejemplos:

(+10) = (+22) = (+10) + (-22) = - (22 -10) = -12

(-24) — (-26) = (-24) + (+26) =26 - 24 =2

m Efectla las siguientes operaciones:

a) ((4)-(-7)=—4+7=+3 e) (-31)-18=-31-18=-49

b) (-7)+(-4)=-7-4=-11 f) (-31)-(-18)=-31+186=-13
c) (#)+(-7)=4-7=-3 g) 18-31=-13

d) H4)-(+7)=4-7=-3 h) -18-(-31)=-16+31=+13

Calcula como en el ejemplo:
(+6) = (-1) - (+2) = (-10) + (-12)=6+1-2+10-12=
6+1+10)-(2+12)=17-14=3

a) (-7)-(-4)+(-5-(-22)-(9)=—7+4-5+22+9=(4+22+9)—(7+5)=
=35-12=23

b) ~(=3) = (+8) = (-2) + (-10) = (+1) =3 - 8+2-10-1=(3+2)— (B+10+1) =
=5-19=-14

P
Los nimeros enteros ‘



m En un observatorio meteorolégico se ha medido la temperatura 5 veces.
En la primera se pudo leer +2°C. Luego bajé 5°C. Después bajo otros 4°C.
Luego subié 10°C, y por Gltimo bajé 4°C. ¢Cudl fue la temperatura la
Gltima vez que se midi6?

La temperatura final fue de:
+2-5-4+10-4=12-13=-1°C

Calcula el valor absoluto de los siguientes nimeros: -3 - 7; 3 - 7
m [-3-7/=-10/=10
m[3-7|=-4|=4

¢Es cierto que [m + n| = |m| + |n| para cada par de nimeros naturales
my n?

En general es falso.
Por ejemplo, sim=1y n=—-2 entonces m+ n=-1, luego lm+ n| =1 mientras que:

ml+n=1+2=3

m Calcula los siguientes enteros:
a) 5-13-71+6-12|=|5-|-4/+6-12|=5-4+6-12|=-5|=5
b) 5+3-4-16-7|=5+12-|-1|=5+12-1=[16|=16

k m El producto de nimeros enteros se efectla como el de los nUmeros naturales,
pero atendiendo a la regla de los signos:

I" +-+=+ - ==+ + === -4+ =-

|_‘ 7-15=105 (-7) - (<15)=105 7 - (-15)=-105 (-7)-15=-105

m Efectla las siguientes operaciones:

a) [-108+(-9)-(154 —236) - (213 - 357)] - (6 -16) =
=[-108+(-9)-(-82)+144]-(-10)=(-108+9-82+144)-(-10) =
=(-1086+738+144)-(-10)=(8862-108)-(-10)=774-(-10)=-7 740

b) [4-(15-231)+6-(21-35)]-(132-147) =

=[4-(-216)+6-(-14)]-(-15)=(-864 — 84)-(-15)=(-948)-(-15) =
=948.15=14220

8 Los nimeros enteros




m La divisién de nameros enteros se efectGa como la de nimeros naturales, pero
atendiendo a la regla de los signos:

+i+=+ -l-=+ +:-=- -l4=-

m Lo suma, la diferencia y el producto de dos ndmeros enteros tienen como resulta-
do otro nUmero entero. Por eso se dice que las anteriores son operaciones internas
en Z. No podemos decir lo mismo de la division de nimeros enteros, aungue pode-
mos enunciar el siguiente teorema de la division:

Dados dos nimeros enteros ay b con b # 0, existen enteros q y r tales que:
a=qg-b+r.con0<r<|b|

Tanto g como r son Unicos. Se dice que g es el cociente y r el resto de la division
de a entre b.

ST T

m Rellena las casillas en blanco de modo que las igualdades que resultan
sean ciertas:

a) (-25) -[(=4)|=100 c) (-81):[(-27)]=3
b) (-12) -[3]=-36 d) 34:[(-17)]=-2

m Calcula respetando la jerarquia de las operaciones:
a) 6+18:3-3:-4-5:5+1=-6+6-12-1+1=7-19=-12
b) 3-2.(-5)-12:(+4)-15:5=3+10-3-3=13-6=7

m Si hoy es domingo, ¢que dia de la semana serda dentro de 257 dias?

Como la semana tiene 7 dias, dividimos 257 dias entre 7.

Obtenemos de este modo, 257 =7 - 36 + 5, esto es, transcurren 36 semanas y
5 dias mas, luego sera viernes.

m Calcula el valor de las siguientes expresiones:
a) 72:(-6)-5:[5-(-2) - 5] +(-5)- 4 =
=-12-5:[-15]-20=-12+75-20=43
b) (-35):(-5)-3-(5-7) =
=7-3(-2)=7+6=13
c) [(-100):(-15-10)+6-(12-30)]-[4-34:(-17)] =
=[(-100):(-25)+6-(-18)]- (4 +2)=[4-108]- 6 =(—104) -6 =-624

Los nimeros enteros 9



1.3. Potencias de nimeros enteros. Propiedades

m Elevar al cuadrado un ndmero entero no nulo a es multiplicarlo por si mismo y se
denota: a’=a- a
m Elevarlo al cubo es multiplicar su cuadrado por a, o sea: a®*=a® - a=a- a?
m En general, para cada nimero natural n, la potencia n-ésima de a es el producto
de a por si mismo n veces, es decir: @" = a - ”.a
m En particular: 17 =1
m Por convenio se pone: a°=1; a'=a
Ejemplos:
3°=3.3-3-3-3=243; 5°=5.5.5=125; (-7)’=(-7) (-7)-(-7)=-343
m Observa la diferencia:

(-2)*=(-2) - (-2) - (-2) - (-2) =16 24=(-1)-2.2.2.2=-16

ST JJ

m Calcular el valor de las siguientes potencias:

a) (-3 =-27 d) (-2)°=64
b) (-1)°=1 e) —26=-256
c) -10°=-100000 ) (-1)%=-1

Propiedades fundamentales de la potenciacién

n

Bo" a"=a™" m(@)'=a"" m(@ b'=a"-b" ma" "=Zsim<n

T a”
Ejemplos:
(£3°.(-3) = (-3)°=59049 : ((-2)'= (2 =512

5
26.5¢ —10° = 1000 000 : %:11%1331

S g

ﬂ Calcular el valor de las siguientes expresiones:
a) —24:-224+18:(-3°-5%.2=
=—22+(18:9)-50=-4+2-50=-52
b) 4-(=12)":(-8)*+45:(-3)-72:(-6) =

=4-(3*. 4*: 82)-15+12=4-3". (2°: 2°)-3=4-3*. 22 3=
—4-81-4-3=4-324-3=-323

1 0 Los nimeros enteros



Problemas &

Disponemos en fila 17 bolos de manera que cada par de bolos consecutivos
distan lo mismo y la distancia del primero al Gltimo es 48 m. ¢Cudl es la distancia
entre el primer y el décimo bolo?

El numero de huecos entre bolos consecutivos es 17 — 1 = 16, luego la distancia

. 48 , . . \
entre bolos consecutivos es 16 =3 m, asi que la distancia entre los bolos primero
y décimo es:

9.3=27m
¢Cudntos nimeros enteros n cumplen que su distancia al nidmero -3 es menor

que 2013?

Los nimeros situados a la derecha de —3 que distan menos que 2013 son:
-3+1,-3+2,-3+3,...,-3+2011,-3+2012

Y el numero de ellos es 2012. Otros tantos estan situados a la izquierda de —3,
y a ellos hay que afiadir el propio —3, cuya distancia a —3 es O. En total hay
1+2-2012 =4025 numeros enteros cuya distancia a —3 es menor

que 2013.

Si ahora son las 12 y cuarto del mediodia, ¢qué hora serd cuando hayan
franscurrido 25305 min?

Como cada hora tiene 60 miny un dia tiene 24 - 60 =1 440 min. Al dividir:
25305=17-1440 + 625

Luego han trascurrido 17 dias y 25 min.

Dividiendo de nuevo, 825 =13 - 60 + 45 por lo que la hora buscada se obtiene
afiadiendo a las 12 horas y 15 min del mediodia, 13 horas y 45 min. Por tanto,
son las 2 de la madrugada.

¢ENn qué ano nacié una persona que vivié 37 anos y muridé en el
107 a. C?
Nacié enel afio 37 + 107 =144 a.C.

Dos nGmeros enteros no nulos my n cumplen que |m + n| = |m| + |n[. {Cudl es el
signo del producto m - n, positivo o negativo?

Para que se cumpla la igualdad |m+ n| = |m| + |n| los nimeros my nhan de tener el mismo
signo, y, por tanto, m- n> 0.

Los nimeros enteros 1 1



P Problemas

¢De qué nimero son multiplos todos los nUmeros capicuas de cuatro digitos?

Todo nimero capicia de cuatro digitos se escribe: a bba, donde ay b son dos digitos.
Dicho niimero es:

abba=a+10b+100b+10002=1001a+110p=91-11-2+10-11-b =
=11(91a+10b)

Luego es miiltiplo de 11.

Tengo un hilo de menos de 100 m, y si lo mido de cuatro en cuatro metros me
sobran 3, si lo mido de cinco en cinco metros me sobran 4 y si lo mido de seis en
seis metros me sobran 5. ;Cudnto mide el hilo?

Los datos dicen que la longitud x del hilo cumple que existen niimeros enteros g, g,
Y 95 tales que, x=4q, + 3, x=5q,+4, x=06qg5+5.

Sumando 1 a los dos miembros de estas igualdades resulta:
x+1=4(q,+1), x+1=5(q,+1), x+1=6(qs+1)

Por tanto, x+ 1 es miiltiplo de 4, de 5 y de 6, luego es miiltiplo del minimo comun
miltiplo de estos tres nimeros, que es 60.

Como x+ 1 <100 deducimos que x+ 1 =60, asi que el hilo mide x=59 m.

¢Cudntos pisos subidé un ascensor que estaba en la planta sétano -5 y pard en el
piso 7?

El ascensor subié: |-5|+ 7 =5 + 7 =12 pisos

Un profesor de tenis reparte 5 pelotas a cada uno de sus alumnos en un
entrenamiento, y le sobran cuatro. Al dia siguiente lleva 14 pelotas mads, lo que le
permite regalar 8 pelotas a cada uno de sus alumnos, y solo le sobran tres.
¢Cudntos alumnos tiene este profesor?

Si el nimero de alumnos es n, el profesor llevé el primer dia 5n+ 4 pelotas, luego, al dia
siguiente llevo 5n+ 4 + 14 = 5n+18 pelotas. Eliminando las tres que le sobraron
quedan 5n+ 15, y este nimero coincide con &n, asi que 5n+ 15=8nolo queeslo
mismo, el nimero de alumnos es: n=5

Se colocan 21 macetas en fila de manera que la distancia entre dos consecutivas
es 50 cm. {Cudl es la distancia entre la primera y la altima?

Entre las 21 macetas crean 20 huecos, y cada uno de ellos mide 50 cm, luego la
distancia entre la primera y la ultima maceta es, 20 - 50 =1 000 cm, es decir, 10 m.

1 2 Los nimeros enteros



Problemas &

Un padre repartié un rebano de ovejas entre sus hijos. Al mayor le dio una oveja
mas —, de las restantes, al segundo le dio dos ovejas mas — de las restantes, el
tercero recibi6 tres ovejas mads 1 de las restantes, y asi sucésivamente. De este
modo todos los hijos recibieron el mismo ndmero de ovejas y no sobré ninguna.

a) ¢Cudntas ovejas habia en el rebano?

El nimero de ovejas del rebafio es de la forma 1 + 7n para cierto entero positivo n.

El hijo mayor recibe 1 + novejas, y después de esto quedan en el rebafio Gn ovejas.

El segundo hijo se lleva 2 ovejas mas la séptima parte de las que quedan, que son:
6n-2

Como ambos hermanos reciben el mismo niimero de ovejas se debe cumplir que:

6n—2<:>n:1+6n—2

7 7 S 7n=7+6n—-2<n=5

1+n=2+

Luego el rebafio tenia 1 + 7n= 36 ovejas.

b) ¢(Cudntos hermanos eran?
El hermano mayor se llevé 1 + n= 6 ovejas.

Como todos los hermanos recibieron el mismo niimero de ovejas, todos recibieron
6 ovejas, asi que eran:

% = 6 hermanos

A qué nimero debemos elevar 4* para obtener 8%?
Como 4*=(2%)*=2%y 8%=(2%)%=2%* debemos elevar 4* al cubo para obtener 8% ya que:

(44)5 — (28)5 — 224 — 85

El volumen de un cubo es 729 m®. ;Cudnto mide la arista del mismo?

Denotamos ala longitud, expresada en metros, de la arista del cubo, y V su volumen,
3
expresado en m”. Entonces:

9°=729=V=32°=232=9m

Halla el volumen de un cubo cuya drea es 726 m?.

Si denotamos por ala longitud, expresada en metros, de la arista del cubo, su area es

6a” m?, porlo que: 726:632232:%:121 =a=/121=11m

Entonces:

V=2a’>=V=11°=1331m"

Los nimeros enteros 1 3



A

1 Halla el nimero que debe ocupar el recuadro en cada una de las
siguientes igualdades para que estas sean ciertas:

a) (+2)-[16]=-14 o) (V-[1]=(-2
b) (-15)+[25]=10 d) (-5)-[(-20)]=15

2 Completa las casillas que hemos dejado en blanco:
@) (-2+6-[5]=28 c) (-10)+7[(=3)]=-31
b) 16+ (-15)+[(-1)]=0 d) -3-8.[(-6)|=45

(3 Efectia las siguientes operaciones:

a) [(17+84)-(-1)-(130-121)-(-9)-2]-(13-9) =
=[101-(-11)-9:(-9)-2]- 4=(-1111+81-2)-4=(-1032)- 4 =—4 128
b) [(-6)-(14-20+7-(4-5)]-(98-14) =
=[(-6)-(-7)+7-(-1]- 84 =(42-7)-84=35-84 =2 940
c) [77-(-9)-(13-121)-(86 - 57)]-(3-12) =

=[77+9-(-108)-29]-(-9)=(77-972-29)-(-9)=(-924)-(-9) =
=924.9=8 316

f? Calcula:

a) |-2°+4-12:(-3)|=|-64+4+4|=|-56|=56
b) |[22 (=2 +11- (-20)| =[(=11?+11-(-=20)| =[121-220|=]-99| = 99

5 La cifra de las decenas de un entero positivo de dos digitos excede en 5
a la de las unidades. ¢{Cudnto vale la resta entre el nimero dado y el que
resulta de invertir el orden de sus cifras?

Sean n el numero dado, a la cifra de sus unidades y bla de las decenas.
Entonces: n=a+ 10b

Y el nimero que resulta al invertir sus cifras es: m=b+ 10a

Por tanto, al restar tenemos:

n—m=(a+10b)—(b+10a)=9(b—2)=9-5=45

1 4 Los nimeros enteros
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réﬂ Empleando las reglas de la potenciacién, efectia las siguientes operaciones:
a) (-5+2°+@B-107(-D°=(=7+3)°-(-)°=
=(-3)°—(-2)*—(-4)°=-27-4+64=33
b) (2-3)°(22-(8-1°+22)+(3-5) =
=(=1°(8-7°+4)+(-2) =—(12-343)-128=331-128 =203

c) ((144°+B-6)-(-)°+(-7+2°=
=3°4+2%2_5°=243+4-125=122

d) 1-4°(3-(6-1"+4)+(1-4)’°=
=(-27)-(9-25+16)-3°=-3°=-243

7 iCudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?

a) Existen dos nUmeros enteros consecutivos cuya suma es par.

Esta afirmacién es falsa, pues dados dos enteros consecutivos, ny n+ 1,
susuma, n+(n+1)=2n+ 1 es impar, por ser el siguiente a 2n,
que es par.

b) El producto de dos nUmeros enteros consecutivos es par.
Dados dos enteros consecutivos, uno de ellos es par y el otro impar.
El que es par, se escribe como 2n para cierto entero n, y al otro lo llamamos m.
Por tanto, el producto es, 2n - m, que es par, asi que la afirmacién es cierta.
¢) La suma de tres nUmeros enteros consecutivos es multiplo de 3.

También esta afirmacion es cierta porque los enteros consecutivos se
escribiran n,n+ 1y n+ 2, cuya suma es:

s=n+n+1)+(n+2)=3n+3=3(n+1)

Luego es miiltiplo de 3.

(8 Calcula [n? —|n? - 1|, donde n es un entero.

m Sin=0 se tiene:
n? —In? = 1| =|0—-1]| =|-1=1
m Sin# O su cuadrado es mayor o igual que 1, es decir:
n% =120 =|n” —|n® =1 =|n® = (n* = 1) =1/ =1

Por tanto, se tiene que en cualquier caso:

‘nz —|n? —1|| =1

Los nimeros enteros 1 5



‘Los numeros racionales

2.1. Fracciones equivalentes

m Una fraccién es un cociente entre dos nUmeros enteros, 9, donde b % 0.
m Dos fracciones, %y % son equivalentes (% = %) sia-d=b-c.

m El conjunto formado por una fraccién y todas sus equivalentes recibe el nombre
de nimero racional.

Cada ndmero racional g es representable por una fraccion irreducible, esto es,
existen enteros my n primos entre si tales que g = %

| Siescribimos g = % y denotamos d=M.C.D. (a, b), para encontrar la fraccion irredu-

cible equivalente a la fraccién g = % basta con dividir el numerador y el denomina-
dor por d.

TS ST J
|

-, [p— ones 27, 9
¢Son equivalentes las fracciones 290 y 137

Las fracciones dadas son equivalentes pues: 207 - 13=2691=299 -9

n Calcula el nimero entero n sabiendo que las fracciones % y %
son equivalentes.
. -120
Se debe cumplir que: (-1)-120=5n=n= —5 = —-24

n Encuentra las fracciones irreducibles de los siguientes nimeros racionales:

_ 9, 56, 8
=63 253" 9" 700

91713 _56%14 &5 =1

_ 91713, 56714 7
1= 63 9’ 27852713 %" 100 20

n Completa en cada caso el numerador o el denominador que faltan para
que las siguientes fracciones sean equivalentes:

0)2_@ b)_é_ 18 c 8 di—%

55 M3 ) 1326 25) 50
ﬂ ¢Para qué valores de x las fracciones 274 y )3( son equivalentes?

. 24 x . . .
Las fracciones — Y goon equivalentes siy solo si:

24-6=x*144=x* o x=+tJ/144 & x=+12

s
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2.2. Ordenacién y representacion

H B Para comparar fracciones las expresaremos con el mismo denominador. Una vez
hecho esto se ordenan segln sus numeradores, es decir, es menor la que fiene
menor numerador.

m Para expresar dos fracciones con un denominador comin, elegimos como tal el
minimo comun multiplo de los denominadores de las fracciones iniciales.

Ejemplo:

1

w

1.7.5

4912

Expresamos las fracciones anteriores con comdn denominador. Para ello calculamos
el minimo comdn mdultiplo de los denominadores, esto es, m.c.m. (18, 4, 9, 12) = 36.
As:

Comparar las fracciones:

(e°]

Como 9 < 15 < 26 < 28, se tiene:

o _15_ 2 _ 28

1 5 13 7
— < < < = — =
36 36 36 36 4

< <
12 18 9

PSS abobobab ol

n Ordena de menor a mayor las siguientes fracciones:

2. 9., .3
Q1—3rQ2—.|0r 3772
Expresamos las fracciones dadas con denominador comiin. Para ello calculamos el
_ g, =2-40  _9 54 ,  _3_45 .
m.cm (3,4, 10)=60,y asi, g, = 560 2=10-60Y% =2~ 6O,Iuego.

40 _45_54

9

2 3
60 60 60 3 4°10

n Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros racionales:

I .
T
El comun denominador de las fracciones es m.c.m (5, 6, 15) = 30. En consecuencia,
-4 24 _-13 _ -26 _ -5 _-25 )
©=5 B0 %45 30 Y® T g 3o YPOtante

_26 -25 -24 -13% -5 -4
30 “30 30 15 -6 ° 5

1 =]
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En ocasiones, para comparar dos nimeros racionales positivos g, y g, resulta muy
atil calcular su cociente, de modo que:

I" [ | S|O’1<1=>q1<q2
|

Q]>.|=>Q1>Q2

Q2

n Las % partes de los alumnos de una clase han ido a un concierto y otros 2

5
han ido al teatro.

a) (Qué actividad ha reunido mas gente?

Al dividir ambas fracciones se tiene:

3/7_15_,_53_2
2514 775
Asi que al concierto ha ido mas gente que al teatro.

b) Sisolo 6 alumnos no han hecho ninguna de estas dos cosas y ninguno ha
hecho las dos, ¢cudntos alumnos hay en clase?

Los alumnos que no han ido ni al concierto ni al teatro, que son 6, representan:

1_§_§ M 6 de los alumnos de clase

7 5 35 35

Luego en la clase hay 35 alumnos.

n Escribe fres nimeros racionales que sean mayores que % y menores que g

Expresamos los niimeros dados con comiin denominador mayor que 5.

Para ello multiplicamos numerador y denominador de ambas fracciones por 4, o sea,

una unidad mas que el nimero de nimeros que hemos de intercalar entre los dados.
Asi, 3_12 mientras que, — 4_16

‘5 20 5 20
Como12<13<14<15< 16, entonces:

515 14 15 4

5520 2020

- . n n+1
Sean n un entero positivo. Comparar las fracciones q; = P yq, = Pt
+ +

Para comparar ambas fracciones positivas calculamos su cociente:

g1 n_ n+t1_n(n+2)_ n’*+2n

= : = = <1
g n+1'n+2  (n+1D>  n*+2n+1

Por lo tanto: 9:<9

1 8 Los nimeros racionales




Representacién de los nimeros racionales

Los nUmeros racionales se representan sobre una recta en la
H que previaomente se han representado los nimeros enteros. Para
H representar un nimero racional g en la recta real nos apoyamos

en el teorema de Tales:

B En primer lugar escribimos g en forma de ndmero mixto, y asi
localizamos entre qué dos enferos consecutivos se encuentra g.

m Después, dividimos el segmento unidad en tantas partes como
indigue el denominador de la fraccién que aparece en el
ndmero mixto, y fomamos tantas como marque el numerador.

n Representa sobre una recta la fraccién ?

Se representan en primer lugar sobre una recta r

. L 13
los enteros mas proximos a 5 » que son 2y 3,y

15 3
observamos que: 5 - 2+ 5

Por tanto se trata de dividir el segmento de
extremos 2 y 3 en 5 partes iguales y tomar 3.

A

. oge T
Para ello, trazamos una semirrecta auxiliar s que 0
cortaarenel punto 2, y llevamos sobre s, desde
este punto de corte, cinco segmentos de igual longitud. Sean P,, ..., P; los extremos

de dichos segmentos y tlarecta que une P; con 3. Por el teorema de Tales, el punto en

que se cortan ry la paralela a t que pasa por P5 es %

m ¢Qué numeros estan representados en la siguiente recta por los puntos A,

B, CyD?

_ 4. g9

A=1; 5—7, i | . | . | | . | . |
_12 ,_15 s e c 2o
C= 7 D= 7 7

m ¢Qué naimeros estdn representados en la siguiente recta por los puntos A,

B, CyD?
__p_2_-12
A=-2 5~ 5
1_-6
52—1——:—; T A g T Ld T T T Ad v T Ad T T T A4 T T
5 5 A -2 B -1 C 0 D
_3.p_2
c 5,0—5

Los nimeros racionales 1 9



2.3.

R
X
X
X
K
K
X
X
K
X
L\

Operaciones con fracciones

Los ndmeros racionales se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir (salvo que el
denominador sea nulo), y el resultado es un ndmero racional.

Para sumar o restar fracciones las expresamos con el mismo denominador y luego
sumamos o restamos sus numeradores.

Ejemplo:
3 N 7 13 36 Al 21 52 5 1
520 15 60 60 60 60 12

El producto de dos fracciones es otra fraccidon cuyo numerador es el producto de
los numeradores, y cuyo denominador, es el producto de los denominadores.

Ejemplos:
7 9 63 _ 211 7 287 7

13 10 130 ’ 5 422 5-4%2 10

Para dividir una fraccion entre otra no nula, se multiplica la primera por la inversa
de la segunda.

Ejemplos:

ﬂ.(_é)_ﬂ.(_é)__@ : 3.7 _3 .
7'Us) 703/ 21 ' 15'10_435

Efectia las siguientes operaciones:
a) __(g_gj 1. i_(—5) 1_4,1_229
5 5

o (4-2){(o-2)0)- 2 271 32206

77°8) 5" 56)5 5 56 280

2 ‘5| 5( 2 4
3 21_3(_.3_5)\_4. _3(_6_5)\_ _S (LA
8'(§)+[1_(_5)'_}§'(_§_2)_4 3+(1+2) 5( 4 4)‘12+3 5( 4"
33 333
=120 20

En la preparacion de una tarta se emplean medio kilogramo de nata, tres

cuartos de kilogramos de mantequilla y dos kilogramos y cuarto de chocolate.

¢Cudnto pesa la tarta? Expresa el resultado como fraccién irreducible.

1.3 1_1 7
ST at2+=5+3=5ke

La tarta pesa tres kilogramos y medio.

20 Los nimeros racionales



2.4. Potencias de los nimeros racionales. Propiedades

I.‘ m Si g es un ndmero racional y n es un nUmero natural, la potencia n-ésima de g se

: denota g", y es el producto de g por si mismo n veces, esto es: q" = g - 2. q
I'\ m Por convenio: ¢° =1
B Obsérvese que: si g= 2 = q" = (g)n _&"
H que: st g = b g = 5 b
También tenemos que: "' - g=q"=qg- g™
I'\ Ejemplos:
S T =
3) 3 243 ' 7) 7° 343
I.‘ m Si nes un enfero negativo entfonces — n es un enfero positivo, y se define: " = 17”
Ejemplos:
-5 -3
H (2)= 15= 1243 ; (—_1]= 13=L=_343
3) (2f 32 %2 7 =
|-‘ 3) 243 7) 343
m Calcula el valor de las siguientes potencias:
-3 3 3 5 _
o (3)-(4) -4 -2 o) 50 =(1 =L
4 3 3 27 5 125
2\ 2> 4 (1)2 4V
o 254 0 () -[3f -
) 5/ 5% 25 ) 4 1) =4 =16

Propiedades fundamentales de la potenciacion

I.‘ Si g, ¥y g, son nUmeros racionales no nulos y my n son nimeros enteros, se tiene:

ngt o =a"" W@ g =q7-of war)=g"" wqim=2

I‘ e

m Calcula el valor de las siguientes potencias:
o (2 (-2 2 2 -4 o %
o (1) -5 N e e

-1
m Calcula y simplifica: (l - l) + (é - é) . (l — 2)

4 12 4 2) \4

(-2 R 3345

Los nimeros racionales 2 1



2.5. Expresion decimal de los nimeros racionales

Expresion decimal de un nimero racional. Los nimeros racionales admiten otra
expresion, llamada decimal, que se obtiene dividiendo el numerador entre el denomi-
nador. En este proceso podemos obtener tres tipos de expresiones decimales: deci-
mal exacto, decimal periédico puro y decimal peridédico mixto.

Ejemplos:

% = 0,75 decimal exacto >

% = 1,42 decimal periédico puro S

_ 1
%z 0,16 decimal peridédico mixto » 40 0,16

N

J J J T I T I T
E

donde el simbolo x significa que la cantidad x se repite indefinidamente.

m Encuentra la expresion decimal de los siguientes niUmeros racionales e
indica de qué tipo son:

11 _7
a) a=-o ) =750
g = 1,2 (decimal periédico puro) g5 = 0,17 (decimal exacto)
_S5 71
b) a; =1 d) a=1g
q42= 0,83 (decimal periédico mixto) qQu= 3,94 (decimal periédico mixto)

Todo nUmero decimal exacto, periédico puro y periddico mixto puede ser expresado
en forma de fraccién irreducible.

I" Ejemplos:
: , 75 3.5 3
H Decimal exacto: 0,75 = 100-24.5-2
l‘ Decimal periédico puro: g,=1,42 =  100q, = 142,42
L‘ - Q= 1,42
_141_47
: 99q, = 141 = G="5 =33
I'\ Decimal periédico mixto: g;=0,16 = 1009, = 16,6
k T 10g,= 1.6
15 1
90g; =15 =—=—
L ! = Qs 06
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m Encuentra las fracciones irreducibles de los siguientes nimeros racionales:
g,=3.62; q,=0,63; g,=1,127
362 161 63 _ 7-9 7 1015 203

1900 50 ' % 99 119 117% " 900 180

Dado un nUmero racional g podemos conocer si su expresion decimal es exacta,
periddica pura o periddica mixta sin necesidad de realizar la division. Para ello busca-
mos la expresion en forma de fraccidn irreducible de g, y se cumple que:

m Si los Unicos divisores primos del denominador son 2 o 5 entonces, la expresidon
decimal de g es exacta.

m Si los nimeros 2 y 5 no son divisores del denominador entonces, la expresion
decimal de g es periddica pura.

m Si el denominador se puede dividir entre 2 o entre 5 y ademads, tiene algin otro
divisor primo entonces, la expresion decimal de g es periddica mixta.

T J J I T

m Completa la siguiente tabla:

Fraccion Descomposicion .. .

a irreducible del denominador SfledE coene]
% 15 2° Exacta
% % 3-11 Periddica pura
% % 3°-5 Periédica mixta
% % 25?7 Exacta

m Sean q, =0,176Yy g, = 0,437. Expresa como fraccién irreducible los nimeros:

B+qi B-G g B
i
Comenzamos escribiendo q, y g, como fracciones irreducibles. Esto es:
_159_53 | _394_197
T"“900 300 ‘' %©T900 450

Ahora, sumamos, restamos, multiplicamos y dividimos g, y g,:

53 , 197 _159+394 _ 553 5% 197 _ 10 441

"t =300 250" 900 900 "9 =300 450 135000
wo . _197 53 _394-159 _235_ 47 _ 4. _394 159 _394
12~%1 =250 300 200 900 180 g, 900 900 159
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7ny 112
81 " 648

Estas fracciones son equivalentes siy solo si,—7n- 6486 =81 - 112, esto es:

81112 _-3*.2*.7
7-648  7.2°.3*

1 ¢ Qué nimero entero ncumple que las fracciones son equivalentes?

n= =-2

@ Un segmento de 100 cm se divide en 8 partes iguales. {Cudnto mide
cada una? ;Mide mds o menos de 12 cm?
100_25 om
& 2

Cada parte mide:

Como 22—5 > % =12, concluimos que cada trozo mide masde 12 cm.

3 En la clase de Alvaro aprueba el 0,6 de los alumnos, mientras que en la
clase de Irene suspenden 7 de los 23 alumnos que la componen. (En cudl
de las dos clases es mayor el porcentaje de suspensos?

9 g Por otra parte, la fraccion de

16
alumnos que aprueban en la clase de Irene es g, =
AP e 23’
Para ello lo mas eficiente es dividir:

Escribimos g, = 0,6 como fraccién yresulta g, =

, Y debemos comparar q, y g,.

2

4 _ 3 _225_23

2 16 316 24 0<%
23

Por tanto, el porcentaje de aprobados en clase de Irene es mayor que en la de Alvaro,
asi que, el porcentaje de suspensos en la clase de Alvaro es mayor que en la de Irene.

4 Un agricultor vende los % del nimero de naranjas recolectadas, y mas

tarde los %del resto, quedando asi 16 naranjas sin vender. ¢{Cudntas

naranjas habia recogido?

, 3 . 3 1 31_3
Primero vende —deétot;l Y p:;tenormente % delresto, es decw, 3 de 4 0%€a 4 =27
Luego ha vendido, — 2t76" 16 — del total, lo que significa que le queda por vender — 16

del total de las naranjas recogidas. Como estas son 16, concluimos que habia
recogido: 16 - 16 = 256 naranjas

(5 Un autobds tarda 6 horas y cuarto en recorrer g partes de un recorrido de
1000 km. ¢{Cudl ha sido la velocidad media?

El autobus ha recorrido (g) -1000=625kmen6 + 1_25 horas, luego su velocidad

4- 4
media ha sido: v=%=25~4 —100 km/h

4
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El paso de rosca de un tornillo es de % de milimetro. {Cudntas vueltas

habriamos de dar para que penetre 3 cm?

Hemos de dar 30 : %= 75 vueltas.

En un concurso de baile se inscriben 2002 personas. Indica cudl de los
siguientes resultados expresa la proporcion del nﬁme!o de bailarines que
se clasificaron para la segunda fase del concurso: 0,3; 0,7; 0,27

Obsérvese que el niimero de personas que se clasificaron para la segunda fase del
concurso ha de ser un nimero entero. Ahora bien,

z_2_1,1 '
m 03= 9-3Y73 de 2002 no es un nimero entero.
m 0,7 =% gde 2002 no es un numero entero.

5 27 _ 3
m 027= 99 11y11d62002e5546

El nimero que expresa la proporcidn de bailarines que se clasifican es 0,27.

Expresa los siguientes nimeros como potencias de base un nimero
entero y exponente negativo:

1 =1 (1) 5 e ( 1) 5
a) - = = c) -0,001 = =(-10
) 327 (2) -2 ) 7600~ 10° ~\10) =19

2 1 _1_3- dy 0037-27-_37 _ 1 _T_z>

186 243 35 999 27.-37 27 3°

Efectda las siguientes operaciones:
o 68 (0-92-8 22 (3)-2

3 2 -5 3 /_\3 [_4\2 [_n\5 3
o (4] ) -2 (8-

_-1_ 1 32 512 _ -1 2 512 _-333979

T8 144 243 27 & 9.243 27 17496

Expresa como fraccién irreducible la diferencia q = 0 376 -1,4.
Comenzamos expresando como fraccion el sustraendo: ¢, =1, 4= %
_036-26_4 4 se tiene:
Ademas, g, =0,56 = 9911 . Finalmente, puesto queO&—5 e tiene:
4
_08 .;_ 5 13_11_15_99-65_34
1036 '~ 4 9 B 9 45 45
11
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‘Los numeros reales

3.1. NUmeros irracionales

I.‘ Los nUmeros que no son racionales, esto es, que no admiten una expresion en forma
de fraccién, se denominan irracionales. Estos, son ndmeros cuya expresion decimal
l‘ tiene infinitas cifras decimales no periddicas.

un entero positivo, no es exacta, es un ndmero irracional. Algunos casos serian:
2.6, ¥/3... También el nimero =, que indica la relacién entre la longitud de una cir-
I-‘ cunferencia y su diémetro, es irracional.

I.‘ Hay infinitos nGmeros irracionales. Por ejemplo, si la raiz n-ésima ¥z, donde z es

n Indica cudles de los siguientes niimeros son racionales y cudles
irracionales:

Y=27; \J7: J100: -2.4; 103; 2.37; \/13+\/6+\/4+~/25

\/7 es el Unico numero irracional.

Los nimeros: —2,4, 1,03, 2,37 tienen una expresion decimal finita o periodica, de
modo que se podra’m expresar como fraccion, por tanto no son irracionales.

Las expresiones con raices dan como resultado un entero: 3/-27 =-3,/100 =10,

\/15+\/6+\/“f+\/g =\[13+/6+/4+5 =\[13+/6+5 = /131 5=4

n Indica cudles de los siguientes nimeros son racionales y cudles
irracionales:

a) La longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos catetos miden
2.cm.

Para saber la longitud de la hipotenusa de un triangulo rectangulo usamos el
teorema de Pitdgoras. En este caso, h=+/2% +2° =/8 cm, que es irracional.
b) El perimetro de un tridngulo equildtero de lado 0,2 dm.

El perimetro de un triangulo equilatero de lado 0,2 dmes 0,2 - 3 =0,6 dm, que es
un nimero racional.

¢) La longitud de una circunferencia cuyo radio mide 3 cm.

La longitud de la circunferencia dada es 6T cm, que es un niimero irracional.

n Sitaa los siguientes nimeros en el diagrama
adjunto: 1,3, % J/81, 3/-8 y /5.

g |
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Podemos representar la longitud de los irracionales que son una raiz cuadrada usan-
do el teorema de Pitdgoras.

Ejemplo: Vamos a representar 2,

Por Pitdgoras /2 = 1 + ¥ enfonces +/2 es la longitud V2
de la diagonal del cuadrado de lado 1. Su representa-
cién aparece en la figura de la derecha.

Ejemplo: Vamos a representar /3. 0 1 V22
Nos apoyamos en la representaciéon anterior de 2 y

el feorema de Pitéigoras, puesto que /3 = /(v2) + 7. /

En consecuencia, +/3 es la diagonal de un rectangulo
de base /2 y altura 1. V2

Reiterando el proceso anterior, el feorema de PitGdgoras
permite representar ~/n para cada entero positivo n. Por :
ejemplo, la diagonal del cuadrado de lado J3 mide 0 1 NN
J6, vy la del recténgulo de lados +/2 y /3 mide /5. Sin

embargo, para ofros irracionales nos fendremos que conformar con representar una
aproximaciéon del mismo, por defecto o por exceso, y con tantas cifras decimales
como deseemos.

\/g 1 ‘\“ 1

n Representa en la recta +/20.

Para representar /20 empleamos el teorema de Pitagoras y que /20 =~/ 4% 427,

J20
o 1 2 3 ‘4 s

ﬂ Representa en la recta 1+ /10.

Se trata representar enlarecta~/10 a partir del 1. Para ello, empleamos el teorema

de Pitagoras y que /10 =~/ 3% +1°,

27
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3.2. La recta real

J J J I I T I T I IT I T

El conjunto de los nameros reales estd formado por los ndmeros racionales y los irra-
cionales y se representa con la letra R.

R=0Qul

Para expresar conjuntos de ndmeros reales usamos los intervalos. Existen diferentes
fipos de intervalos:

Sean ay b dos numeros reales tales que a < b.

E Se llama intervalo abierto de extremos a y b, y se denota (a, b), al conjunto
formado por los nUmeros reales mayores que a y menores que b

(a b)={xe R:a<x< b}

m Se llama intervalo cerrado de extremos ay b, y se denota [a, b], al conjunto
formado por los ndmeros reales mayores o iguales que a y menores o iguales
que b:

[0 bl={xe R:a<x< b}

B Se llama intervalo semiabierto o semicerrado cuando uno de los extremos es
abierto y el otro cerrado:

(a.bl={xe R:a<x< b}
[a b)={xe R:a< x< b}

En fodos los casos anteriores se dice que la longitud del intervalo es b — a y se llama

a+b

centro del intervalo al nUmero m = B

n Escribe en forma de intervalo los conjuntos formados por los nimeros

reales x tales que:

a) 1<x<4 b) 3<x<5 c) 4<x<1 d) 13<x<15
[1.4) (3.5) (-4, 1] [13,15)

n Representa los intervalos [0, 3) y (2, 5] y calcula su unién e interseccion.

Vamos a representarlos en la recta para ver cual es el resultado de estas operaciones:

G

©

1 T T T T T
0 1 2 3 4 5

Observa en larecta lo que abarca el intervalo [0, 3) y el intervalo (2, 5]. Si unimos
todo, abarcamos de O a 5, incluyendo los extremos. Sin embargo, la parte en la que
coinciden, es decir, la interseccion, va de 2 a 3 y los extremos no estan incluidos.
Por tanto:

[0,3)U(2,5]=[0,5]; [0,3)n(2,5]=(2,3)
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Comprobamos que el conjunto formado por los nimeros reales x tales que |x — a| < r
es un infervalo cerrado y calculamos sus extremos.

Para eliminar el valor absoluto de la desigualdad, distinguimos dos casos:

B Six-a20= |x-a|=x-a yportanto, |x—a|<requivale a: x-a<r

B Six-a<0=|x-a|=—-(x-0q), y portanfo, |x— a| < requivale a:
-X-—a)<r=sx-ax=-r

Asi, la desigualdad, |x— a| < r, equivale a, -r< x—a<r, esdecir, a-r< x< a+r, luego

este conjunto es el intervalo cerrado [a—r, a + 1].

SIS J

n Demuestra que el conjunto formado por los nimeros reales x tales que
|x — 1] < 2 es un intervalo abierto y determinar sus extremos. ¢{Cudl es su
longitud?

La desigualdad, |x— 1| < 2, equivale a, -2 < x— 1 < 2, es decir, =1 < x< 3, luego este
conjunto es el intervalo abierto (—1, 3), cuya longitud es 4.

n Describe con una Unica desigualdad el intervalo [-3, 7].

2
intervalo [-3, 7] esta formado por los niimeros reales x tales que |[x— 2| < 5.

La longitud de este intervalo es 7 — (—3) = 10 y su centro es = 2. Portanto, el

H m Se llaman semirrectas abiertas de extremo a, siendo a un ndmero real, a los
conjuntos: (-»,a)={x eR: x <a} y (a.+0)={xeR:x>a}

m Se llaman semirrectas cerradas de exiremo a, siendo a un nimero real, a los
1 conjuntos: (-»,a]={x eR: x <a} y [a.4+x)={xeR:x2a}

m ¢Qué longitud tiene la interseccion de las semirrectas (-, 9]y (6, +x=)?

La interseccion es el intervalo (6, 9], cuya longitud es 9 — 6 = 3.

n Expresa como unién de semirrectas el conjunto formado por los niUmeros
reales x tales que |x - 1| > 1.

Eliminaremos el valor absoluto de la desigualdad distinguiendo 2 casos:
HSix—-120=x-1=|x-1|>1=x>2
BSix—1<0=—-(x—1)=|x-1|>1=>x-1<-1=x<0

Por tanto, el conjunto del enunciado es la union de las semirrectas: (—x, O) U (2, +x)

Los nUmeros reales 29



3.3. Algunas operaciones con radicales

I.‘ Los radicales son expresiones numéricas en las que aparece una raiz.

- Cuando operamos con ndmeros irracionales, no necesariamente el resultado tiene
I" que ser otro nUmero irracional.

Ejemplo: El nUmero, =1, = /2 es irracionall, y su resta r, — r, = 0 es racional. Lo mismo
sucede con el producto y el cociente; con estos datos, r, - r,=2y r, : r, =1 son racio-

L nales.

m Realiza estas operaciones y simplifica. Indica si el resultado es racional o
irracional.

a) V2-0-(2+1)-(2+V'=(V2) -1 [ (V2) +1°—22 |-2:/2 -2¢l
b) (3++2)-(1+3v2f =3°+(V2) +6v2 | 17 +(3v2) +642 |=-8 e

m Emplea las igualdades Y/a - ¢/b = %Ya-b y Ya:%b = %Ya: b para

simplificar las siguientes cantidades:

a) 5420 =/100=10 c) ¥9.33=227=3
b) V27 :/3=+/9=3 d)y J125:5=+/25=5
l\, "WaP =a
l‘ El primer paso para multiplicar o dividir radicales debe ser expresarlos con el mismo
indice.

I-\ Ejemplo: /5 - 3/60 = £/5° - $/60? = ¢/53 . 60% = ¢/450000

m Reduce a un Unico radical los siguientes nimeros:
a) ¥6-42="%6* ¢2=872
b) W : \/§ — 10/28 :10125 :10123

En ocasiones es conveniente exiraer factores de los radicales para simplificar expre-
siones.

Ejemplo:
J12 + /3 =527 + 6J75 +/300 = /22 -3 +/3 = 53% + 6352 +/22.3.52 =
=23 +/3-5-3/3+6-53+2.53=/32+1-15+30+10) = 283

~J J J
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m Calcula:

a) 3125 - 5./45 + 21245 = 3./5° —5./3% -5 +21/5-7° =3-5./56-5-3/5 +
+21.7/56=/6(15-15+147)=147/5

3
b) 81— s/% _3z* _3 25;55 =3%—%é/§=%(3—§)=%%

Racionalizar un ndmero consiste en escribirlo como cociente de manera que el deno-
minador sea racional.
J3+2

J3-2'
racionalizarlo es multiplicar numerador y denominador por 3 ++/2. Asi,

SB+2 _(V3++2)- (V3++2) 2 _
2" (o) W ava) " VP me2

Ejemplo: Consideramos el cociente de ndmeros irracionales

La clave para

Pava® s

1+v2 J11-47
22 M+v7

En el primer caso, multiplicamos numerador y denominador por 2+ 2 obtenemos:

1442 (1+v2)-(2+v2) _ 4+32 _, 32

22 (2-2)(2i2) 2 2

m Racionaliza los cocientes

Para racionalizar el segundo multiplicamos numerador y denominador por ~/11— J7:

J-V7 - (N11-V7)  _1147-2J77 _9-J77
V7 (V11+47)-(V11-7) 4 2

m Realiza la siguiente operacioén: 3-+2 + 3v2 (Nota: racionaliza primero)
3+42 7

32,32 _ (2] ,3vV2_3*+(V2) -6v2 32 _

3+v2 7 (3+4/2)(3-V2) 7 3% —(V2) 7

_9+2-6\/2+3/2 _11-3.2
7 7
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3.4. Aproximacion. Error absoluto y relativo

I.‘ m Un truncamiento de un ndmero es el que se obtiene al eliminar todas las cifras
decimales que siguen a una prefijada.

B Redondear un nUmero a un determinado orden decimal consiste en sustituirlo por el
fruncamiento al orden decimal prefijado si la siguiente cifra decimal es menor que 5.
k En caso confrario a la dlfima cifra del nimero fruncado le afadimos una unidad.

0,7645 0,76 0,76
| 12,4373 || 12,43 || 12,44 |

m Si el nUmero a se ha obtenido al fruncar o redondear un ndmero x, se dice que a
es una aproximacion por defecto de x cuando a < x, y es una aproximacion por
exceso si x < a.

S JJ

m Completa la siguiente tabla:

. Truncamiento Redondeo
Numero exacto o o
a las milésimas a las milésimas
3,21 3,212 3,212
8,763 8,763 8,764

H m Se llama error absoluto cometido al aproximar un ndmero al valor absoluto de la
diferencia entre el nimero, x, y la aproximacion, a: |x — a|

m Se llama error relativo cometido al aproximar un nmero real no nulo, x, al cociente

. X—a
del error absoluto entre el valor absoluto del nUmero: ]Wl
Ejemplo: Tomemos el nimero a = 0,78 como aproximacién del ndmero x = 0,7 y calcu-
k lemos los errores cometidos al tomar dicha aproximacion.
78 1 1/450 1

I-‘ Error absoluto: 0,7—0,78| :%_ﬁ :R Error relativo: 719~ 350

m Calcula el error absoluto que se comete al aproximar el nimero x = 0,41 por
los nUmeros a=0,35y b=0,5 e indica cudl de los dos es mds préoximo a x.

35 127 41 1_170

= Aprox.por 2~ a={55 0 =10 99 2| 1980

m Aprox. por b: [x — b|= — = >|x—4

Luego el niimero O, 35 es mas proximo a xque O, 5.
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m Halla el error relativo que se comete al aproximar el nimero x = 0,46 por
su redondeo a las décimas.

El redondeo a las décimas de xes a=0,5.

Por otro lado, x=0,46 = l.
15 1
R A oo x=al_3o_ 15 _ 1
Error absoluto es: |x a|—‘15 2‘—50 Error relativo es: X~ 7 -7.30 14

15
m Se sabe que una cota superior del error absoluto que se comete al
aproximar cierto nimero x por 1,14 es una milésima. Halla el intervalo en
el que se encuentra x segun estos datos.

Sila cota superior del error absoluto es una milésima, entonces:

error absoluto < 0,001

El error absoluto viene dado por el valor absoluto de la diferencia del nimero, x, menos
su aproximacion, 1,14, por tanto tenemos que: | x— 1,14/ < 0,001

|x—1,14| < 0,001 es equivalente a—0,001 < x— 1,14 < 0,001
Operando la desigualdad: 1,14 — 0,001 <x< 1,14+ 0,001 = 1,139 <x< 1,141
Porlo tanto, xe (1,139, 1,141).

Imagina que el error absoluto cometido al medir la longitud de una habitacion y un
campo de fatbol es el mismo: 50 cm

Supdn gque la habitacién mide 2 m y el campo de fdtbol 110 m. Calculamos el error
relativo cometido en cada caso:

Habitacion: e, = OTS =0,25m Campo de fatbol: e, = ?1—% =0,0045 m

El error relativo refleja que la aproximaciéon de la medida de la longitud del campo de
fatbol es mucho mejor que la de la habitacién (su error relativo es mucho més peque-
Nno), pues la longitud del campo de fatbol es mucho mayor.

W J J I T

E La casa de Eduardo dista 420 m del colegio mientras que la de Antonio
estd a 1,02 km. Sin embargo, cuando les han preguntado a qué distancia
estaba el colegio de sus respectivas casas, Eduardo ha contestado que a
400 m y Antonio a 1 km. ;Quién ha dado mejor aproximacion?

En ambos caso el error absoluto cometido es de 20 m, pero los errores relativos
cometidos por Eduardo y Antonio son, respectivamente:

420-400| _ 20 _ 1 1,02-1_002_ 2 _ 1
420 420 21 102 102 102 51

Como ;—1 < 21—1 concluimos que la aproximacion proporcionada por Antonio es mejor.
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3.5. Notacién cientifica

Un nUmero estd escrito en notacion cientifica si es un producto de un nimero decimall
mayor o igual que 1 y menor que 10 por una potencia de base 10 y exponente entero.

a- 10" 1<a<10,neZ
Ejemplo: La expresidn en notacion cientifica de los ndmeros 3040000000 y 0,000021 es:
3040000000 = 3,04 - 10° 0,000021 =2,1-10°

m Completa los exponentes que faltan para escribir el nGmero en notacion
cientifica:

a) 329,7 =3,297 - 102 b) 0,045 = 4,5 - 102 c) 0,7-10%=7 .10

Para multiplicar o dividir nGmeros en notacién cientifica se multiplican o dividen sus
partes decimales por un lado y las potencias de 10 por ofro.

Tras operar puede que el resultado no esté en notacidén cientifica, revisalo y ajusta el
ndmero decimal y la potencia de 10 para que quede correctamente expresado.

Ejemplos: (2,1 -10")-(25-10°%=(24-25)-10"°*"¥=6.10"

2,4-10° _(2,_4

105-¢2 _ 107 = 4.10°
5702 6) 10 04-10°=4-10

T g

ﬂ Haz las operaciones y expresa en notacion cientifica el resultado:
a) (3-10%-(1,5-109)=4,5-10" ¢) (28-10%:(4-10%=0,7-10"=7-10"°
b) (4-10%-(44-10)=1,76-10° d) (1,12-10%: (1,6 -10%)=0,7 - 10°=7 - 10°

Para sumar o restar nimeros en notacion cientifica sacaremos factor comin a la
potencia de 10 con menor exponente y luego sumaremos o restaremos las partes
decimales resultantes.

De nuevo, recuerda que el resultado final sea un nimero expresado en notacion cien-
fifica.

Ejemplo: (3,2 - 10") + (5,5 - 10°) = (3200 + 5,5) - 108 = 3205,5 - 10° = 3,2055 - 10"

I

m Haz las operaciones y expresa en notacion cientifica el resultado:
a) 3-10°-1,2-10°=(3-1,2)-10°=1,8-10°
b) 33-10°+1,21-102=(0,33+1,21)-10°=1,54-10"
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Problemas %

n ¢Es un ndmero racional la longitud de la diagonal de un campo de fatbol de

120 m de largo y 90 m de ancho? ;Y la de un campo de 100 m de largo y 80 m
de ancho?

La diagonal del primer campo es la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos
catetos miden 120 y 90 m. Aplicando el teorema de Pitagoras se tiene que:

J120%+90% = /14 400+ 8100 =10/225 =150 m

La diagonal del segundo campo es la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos
catetos miden 100 y 80 m. Aplicando el teorema de Pitagoras se tiene que:

J100% +80% = /10000 +6 400 =20~/41m

En el primer caso es un nimero racional y en el segundo caso un nimero irracional.

Representar sobre una recta los nimeros reales /13 y 1++/5. (;Cudl es mayor?

Para dibujar /13 dibujamos la diagonal de un rectangulo de lados

2y 3,yaque~/ 3 +2% =/13. En el dibujo esta longitud viene
dada por el segmento OB.

Para dibujar 1 +~/5 hacemos que el rectangulo empieze en 1y

luego necesitamos avanzar V5, que lo conseguimos al trazar la
diagonal de un rectangulo de lados 2 y 1, ya que \/ 22 +1* =</5.Enel dibujo la longitud
del segmento OAes 1 +/5.

Como el punto A esta situado a la izquierda del punto B se tiene: 1+ \/5 <J13

Las medidas del aula de los alumnos de 4.° son de 50 m de largo y 30 m de
ancho. Fernando estimé que el largo de la clase seria de 51 m, mientras que
Esteban afirmé que el ancho de la clase seria de 29,4 m. {Cudl de los dos dio una
mejor aproximacién?

El error absoluto cometido por Fernando es de 1 m, mientras que el cometido por

Esteban es de 0,6 m. Ahora bien, el error relativo que cometié Fernando es de ¢, = 51—0
que coincide con el cometido por Esteban, que vale e, = 06__6 _1 Por tanto
’ 2730 300 50 '

concluimos que ambas estimaciones son igual de precisas.

Expresar en notacién cientifica la masa de los siguientes dtomos:
Masa de un dtomo de nitrédgeno = 0,000000000000000000000023 268 g.

Masa de un dtomo de carbono = 0,00000000000000000000001999333 g.

Masa de un dtomo de hidrégeno = 0,0000000000000000000000016735 g.
Nitrégeno: 2,3268-10°° Carbono: 1,99933-10%° Hidrégeno=1,6735-10**
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D

1 Indica cudles de los siguientes nimeros son irracionales:

1+/5 13

> ~4,17; o VA J25; m; 08;\/15; 32,567
Son irracionales los numeros 1+ \/5’ ny~/15,y racionales los demas.

2

(2 Calcular la unién y la interseccién de los intervalos [0,2) y (1, 3].

Vamos a representarlos en la recta para ver cudl es el resultado de estas operaciones:

)
O
T T T T | T
0 1 2 3 4 5

Observamos lo que abarca el intervalo [0, 2) y el intervalo (1, 3]. Si unimos todo,
abarcamos de O a 3, incluyendo los extremos. Sin embargo, la parte en la que
coinciden, es decir, la interseccidn, tenemos que vade 1 a 2 y los extremos no estan
incluidos. Por tanto:

[0,2)U(1,3]=[0,3] y [0,2)"(1,3]=(1, 2)

(3 Escribe como unién de dos semirrectas abiertas el conjunto formado
por todos los niUmeros reales x tales que |x + 2| > 8.

Eliminamos el valor absoluto de la desigualdad distinguiendo 2 casos:

m Siun nimero real xes mayor o igual que —2 entonces x+ 2 >0, por lo que |x+ 2| = x+ 2,
para estos valores, la desigualdad |x+ 2| > & equivale a x+ 2 > 8 = x> 6.

m Six<-2entonces x+ 2 <0, luego |x+ 2| =—(x+ 2) y la desigualdad |x+ 2| > &
equivale a—(x+2) > 8, esto es, x<—10.

Por tanto, el conjunto del enunciado es la unidn de las semirrectas:

(=00,-10)y (6, +x).

(4 Expresa mediante un Unico radical los nimeros:

Q) 572 -\/8+3/60=52-36 /2.4 +3/2:25=5.6/2-2/2+3-5./2 =
=\/2(30-2+15)=43./2

b) 2500 — /605 + 7+/845 = 2+/5° .22 —\/5.11? +7/5-13% =2.10/5 - 11/5 +
+7-13/5 =/5(20-11+91)=100-/5

g
3 b Los nimeros reales




5/ L4
Simplifica la expresién \/E-—a_
/a® .15 q7
Ja- 5/ 4* B 5\0/315 _5\o/a24 B 5\0/359 »

N 25 14 39
6/35_15a7 3\o/a .39/ 4 39/ 4

J5 +/3
J5 -2

Multiplicando numerador y denominador por /5 ++/2 se tiene:

J5+/3 _(\B+3)- (V5 +2) _5+/10+/15+/6
J5-v2 ((5-+2)(\5+/2) 3

Racionaliza

La altura de Carolina es 1,66 m y tiene un muneco que mide 0,36 m.
Cuando anota las medidas en el papel, Carolina redondea a una cifra
decimal y considera que como la diferencia en ambos casos es 0,04,
las dos anotaciones son igual de precisas. ¢Esta en lo cierto?

Cuando Carolina redondea su altura esta cometiendo un error absoluto de 0,04, pero
0,04
——~=0,02.

1,66
Mientras que en el caso del mufieco, el error absoluto es 0,04, y supone un error

, 0,04
relativode >-—=0,11.

0,56

Por tanto, es mas precisa la anotacidn de su altura que la de la altura de su

mufieco.

un error relativo de

Expresa en notacién cientifica los nimeros 0,006* y 20000,

(0,006)* =(6-10°)" =6*-(10°)" =1296-10"* =1,296 -10°°
(20000)* =(2-10*)" =2*.(10*)" =16-10"° =1,6-10"7

Opera la expresion dada y expresa el resultado en notacion cientifica:

2,06-10° +6,4-10°
4,6-10° -28-10

2,06-10°+6,4-10° _(20,6+6,4)-10° _27
4,6-10°-2,86-10>° (4,6-2,8)-10° 18

10°=15-10°

El resultado no esta expresado en notacién cientifica, puesto el que niimero es mayor
que 10. Expresamos el resultado en notacién cientifica y resulta ser: 1,5 - 10*

g
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‘Proporcionalidad numeérica

4.1. Proporcionalidad directa

La siguiente tabla recoge el precio de ciertas cantidades de kilos de naranjas.

_1371012152025304560

5 15 || 35 || 50 || 60 || 75 || 100 || 125 || 150 || 225 || 300

Se aprecia que, independientemente de cudl sea el nUmero de kilos, x, el nUmero de
euros que pagamos por ellos, y, es y = 5x. Se dice que los kilos de naranjas y los euros
que pagamos por ellos son directamente proporcionales.

PACa® s’

n En el comedor de un hotel se han consumido 48 barras de pan durante
tres dias. Si cada barra cuesta 0, 45 €, ;qué presupuesto debe destinar el
gerente del hotel para comprar el pan que se consume en una semana?

Cada dia se consumen en el hotel 4:'5—8: 16 barras de pan.

Cada una cuesta 0,45 €, asi que al dia se gastan en barras de pan: 16 - 0,45="7,20 €
Por lo que para una semana el presupuestoes: 7 - 7,20 =50,40 €

n Dos amigas compran cinco juegos de toallas iguales por un total de 225 €.
¢Cudnto debe aportar cada una si se quedan con tres y dos juegos,
respectivamente?

225 _
5 =45 €.

Entonces, la amiga que se queda tres paga: 3 - 45=135€,ylaotra: 2-45=90 €.

Cada juego cuesta

n Tres socios han puesto 1000, 2000 y 3000 €, respectivamente, para una
empresa. Si el beneficio es de 4200 €. ;Cudnto corresponde a cada uno?

Entre los tres socios aportaron un capital de: 1 000 + 2000 + 3000 =6 000 €
El primer socio aporto %, el segundo %y el tercero % .
Al primer socio le corresponde 1/6 de los beneficios, es decir, % de 4200="700 €.

Al segundo: %de 4200=1400£€.Y para el tercero la mitad de los beneficios: 2 100 €.

n Un conductor invierte 2 h 55 min en un recorrido de 250 km. ;Cudnto
tiempo invertird en otro recorrido de 310 km si va a la misma velocidad?

El conductor tarddé 120 + 55 = 175 min en recorrer 250 km, es decir, un kilémetro lo

recorrio en 75 min
Por tanto, en recorrer 310 km tardara: 250 310 =217 min, es decir, 3 h 37 min.
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4.2. Proporcionalidad inversa

La siguiente tabla recoge los valores, medidos a femperatura constante, de la presiéon
y el volumen que ocupa un gas.

200 (| 175 || 150 || 125 || 100 || 75 || 50 || 25 || 20 || 10

8 || 4 1 8 | ~ || 8

Se observa que, independientemente de cudl sea el nUmero de milibares, x, el nUme-
ro de litros que ocupa el gas sometido a dicha presién, y, se cumple xy = 200. Se dice
que la presion y el volumen son inversamente proporcionales.

J J J IJ T

H Un ganadero dispone de pienso para alimentar a 25 ovejas durante
30 dias. Si vende 10 ovejas, ¢durante cudantos dias puede alimentar
a las ovejas restantes?

Si tiene para 25 ovejas durante 30 dias, para una oveja serian 25 - 30 = 750 dias.

750 _ ,
15 - 50 dias.

Tras vender 10 ovejas, al ganadero le quedan 15, entonces

n Sabemos que dos grifos llenan cierto depdsito en una hora. ¢ Cudntos
grifos, con el mismo caudal que los anteriores, deberiamos abrir para
llenar el mismo depdsito en tan solo 20 minutos?

En 60 minutos se necesitan 2 grifos, entonces en un minuto: 60 - 2 = 120 grifos

Por tanto, en 20 minutos: 120 _ © grifos.

20

n Un coche, a la velocidad de 100 km/h, ha recorrido la distancia entre dos
ciudades en tres horas y media. {Cudnto tardard otro coche en recorrer
esa distancia si su velocidad es de 75 km/h?

La velocidad que lleva el coche por el tiempo que tarda en recorrer una distancia fija es

constante: e=vt. El espacio que recorre el primer coche es: 100 km/h - 3,5 h=350 km

T5 . g _350_14_, 2
Entonces: 75 - t=350 = t= 75 — 3 —4-+5

El segundo coche tarde 4 horas y dos tercios de hora, es decir, 4 h 40 min.

“ Un albaiiil, trabajando 8 h diarias, ha tardado 5 dias en colocar el suelo
de una vivienda. {Cudntos dias habria tardado trabajando 10 h diarias?
El albafiil tarda & - 5 = 40 h en instalar el suelo, asi que trabajando 10 cada dia
necesita 40 _ 4 dias para efectuar su trabajo. Observa como es un problema de

10
proporcionalidad inversa: 8 -5=40=10 - 4
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4.3. Proporcionalidad compuesta

En algunas ocasiones tenemos varias magnitudes que dependen las unas de las
ofras. En estos casos tenemos una relacién de proporcionalidad compuesta.

Hay casos en los que las diferentes relaciones son todas de proporcionalidad directa.

Ejemplo: Una clinica de ortopedia ha cobrado 200 € por alquilar 2 sillas de ruedas du-
rante 5 dias. Queremos saber cudnto ingresarian por alquilar 7 sillas durante 4 dias.

Calculamos los ingresos generados por el alquiler de 1 silla durante 1 dia. Tenemos la
relacion entre el ingreso por silla y el ingreso por dias, ambas son de proporcionalidad
directa. Enfonces:

Por alquilar 2 sillas durante 5 dias cobra 200 €.

Por alquilar 1 silla durante 5 dias cobra % =100 €.

Por alquilar 1 silla durante 1 dia cobra % =20 €.

Por alquilar 7 sillas durante 1 dia cobra 20 - 7 = 140 €.
Por alquilar 7 sillas durante 4 dias cobra 140 - 4 = 560 €.

~J J J I T I T I

n Cinco personas mecanografian 120 folios en 6 h. ¢ Cudantos folios
mecanografian ocho personas en 12 h si mantienen el mismo ritmo?

Tenemos la relacion entre los folios mecanografiados y las personas y los folios
mecanografiados y las horas. Ambas son de proporcionalidad directa, entonces:

m 5 personas en 6 h mecanografian 120 folios.
O_ .
= 24 folios.

B 1 persona en 6 h mecanografia 1;

m 1 persona en 1 h mecanografia % =4 folios.
B & personas en 1 h mecanografian 4 - & = 32 folios.
B 8 personas en 12 h mecanografian 32 - 12 = 384 folios.

En algunas ocasiones hay fres magnitudes de modo que una de ellas depende segln
una relacién de proporcionalidad directa de una de las otras, y segdn una relaciéon
de proporcionalidad inversa de la otra.

Ejemplo: Con 15 kg de pienso, 9 vacas comen durante 6 dias. ;Cudntos dias tarda-
ran 4 vacas en comerse 10 kg de pienso?
Con 15 kg de pienso comen 9 vacas durante 6 dias.

Con 1 kg de pienso comen 9 vacas durante % = % de dia.

Con 1 kg de pienso come 1 vaca durante % -9 = % dias.

Con 10 kg de pienso come 1 vaca durante 10 - % = 36 dias.

Con 10 kg de pienso comen 4 vacas durante 34—6 = 9 dios.

J J J I T T T
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m Para recorrer 435 km del camino de Santiago en 15 dias deberiamos
andar 8 h diarias. ¢Cudntas horas diarias deberiamos caminar
si quisiéramos recorrer 290 km mads, y en lugar de 15 dias
dispusiésemos de 20?

Los kilometros que se recorren y las horas diarias que se camina son magnitudes
directamente proporcionales. Sin embargo, los dias que se emplean para hacer el
camino y las horas diarias que se camina son inversamente proporcionales.

B Pararecorrer 435 km del camino en 15 dias debemos andar & h/dia.

m Para recorrer 1 km del camino en 15 dias debemos andar 425 h/dia.
m Para recorrer 1 km del camino en 1 dia debemos andar 15 - & = ih/all’a.

435 29

B Pararecorrer 725 km del camino en 1 dia debemos andar 725 - iz 200 h/dia.

29

200
20

B Pararecorrer 725 km del camino en 20 dias debemos andar =10 h/dia.

Resumen: Cierta magnitud es funcion de proporcionalidad compuesta de otras dos
si depende de ellas segun una relacion de proporcionalidad directa o inversa.

En estos casos, se puede dar cualquiera de las combinaciones posibles, es decir,
puede mantener una relacién de proporcionalidad directa con las ofras dos, o bien
una relacién de proporcionalidad inversa con cada una de ellas, o bien una relacién
de proporcionalidad directa con una de las magnitudes y de proporcionalidad inver-
sa con la ofra.

J J J J

n Tres obreros que trabajan 8 h diarias tardan 15 dias en realizar cierto
trabajo. ¢{Cudntos dias tardarian en hacer el mismo trabajo 5 obreros
si trabajasen 9 h diarias?

El nimero de obreros que trabajan y los dias que tardan en realizar la obra son
magnitudes inversamente proporcionales. También las horas diarias que trabajan los
obreros y los dias que tardan en terminar la obra son magnitudes inversamente
proporcionales.

m 3 obreros trabajando & h/dia tardan 15 dias en hacer el trabajo.
m 1 obrero trabajando & h/dia tarda 15 - 3 = 45 dias en hacer el trabajo.

m 1 obrero trabajando 1 h/dia tarda 45 - & = 360 dias en hacer el trabajo

360
5

m 5 obreros trabajando 9 h/dia tardan % = & dias en hacer el trabajo.

m 5 obreros trabajando 1 h/dia tardan =72 dias en hacer el trabajo.

Proporcionalidad numérica 4 1



4.4. Porcentajes. Aumentos y disminuciones
porcentuales

Las cuestiones propuestas en las secciones anteriores se han abordado por el proce-
dimiento denominado reduccién a la unidad. Sabiendo el valor de la unidad de cierta
magnitud conocemos el valor de cualquier nUmero de unidades.

Al usar porcentajes el método es similar, pero en vez de considerar las unidades,

consideraremos 100 unidades. Asi, por ejemplo, % de una cantfidad es el 40 % de la
: 2 40
misma, ya que 5 =700

Ejemplo: Un ciudadano se somete a un implante dental, por el que debe abonar

3600 €, y gueremos averiguar cudnto le falta por pagar si lleva pagado el 65 %. Para ho-

cerlo basta observar que le falta por pagar el 35 % del total, esto es, 3600 - % =1260 €.

S J J J T T

m ¢Qué porcentaje del precio le falta por pagar a Irene por la compra
de una moto que cuesta 2400 € si lleva pagados 720 €?
720 _ 3

2400 -10 del total, luego le faltan por pagar

del precio de la moto, es decir el 70 %.

La fraccion del precio ya pagado es
7 _ 170

10 100

m El 12 % de un nimero es 36. ;{De qué nimero estamos hablando?

36-100 _

12 300.

o 12
El12 % es 36, entonces 100

- nimero = 36, por tanto, nimero =

H Hay casos en los que queremos aumentar o disminuir una cantidad segln un porcen-
taje de ella misma. Eso se conoce como aumentos y disminuciones porcentuales.

H Calcular la cantidad final que resulta al aumentar una cantidad ¢ un t % equivale a
1 calcular el (100 + ) % de c (si se frata de disminuir seria el (100 — 1) % de ©).

m ¢Cudl es el salario neto mensual de un trabajador cuyo salario bruto
son 2800 € si le descuentan un 20 % en concepto de impuestos?

Hay que disminuir el salario un 20 %, es decir, habria que calcular el (100 — 20) %
de 2800, lo que es lo mismo, el 80 % de 28600=2800-0,86=2240 €.

m Si el precio de un articulo marca 34 € sin IVA y tenemos que aplicarle
un IVA del 21 %, ¢cudnto habrd que pagar por el articulo?

En este caso tenemos que realizar un aumento porcentual, al precio del articulo hay
que afiadirle el IVA, por tanto, tendremos que calcular (100 + 21) % de 34:
34 - 1,21 =41,14. Habra que pagar 41,14 €.
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4.5. Interés simple

Cuando se realiza un préstamo, ya sea de un banco a un cliente, o de un cliente a un
banco pues deposita en &l su dinero, se generan unos intereses.

El interés es el beneficio que origina una cantidad de dinero (capital inicial) durante
un cierto tiempo a un porcentaje, o rédito, determinado. La férmula para el interés
simple es:

I=C-r-t

Donde [ son los intereses, C es el capital, r es el rédito y t denota el tiempo, medido
en anos, que se deposita el capital.

Ejemplo: Si se acuerda con el banco efectuar un depdsito de 1000 € al 3 % durante
3 anos, los intereses que recibiremos una vez transcurridos los tres anos son:

[=1000-3%-3=1000-0,03-3=90¢€

rJ J J J J J

m ¢Durante cudnto tiempo ha de imponerse un capital de 1000 € al 5 %
para poder retirar 1250 €?

Elinterés obtenido seria: =1 250 — 1000 =250 €
Sustituimos enlaférmulal=C-r- t,estoes: 250=1000 - 0,05 - t
Despejamos y resulta: t=250/50 =5 afios

m ¢Cudnto tiempo ha de transcurrir para que se cuadruplique un capital
colocado al 2,4 %?

Si el capital es Cy queremos obtener 4C, entonces: [I=4C—C=3C
3

0,024:125an05

Sustituyendo en la férmula del interés simple: 3C=C-2,4% - t= t=

m Depositamos 3000 € en un banco al 3 % anual. Al acabar el ano se retiran
el dinero y los intereses obtenidos, se anaden 4000 € y se depositan
en otra entidad bancaria al 5 % anual. {De cudnto dinero disponemos
al finalizar el segundo ano?

Elinterés que produce al cabo de un afio la inversién inicial es: I= 0,03 - 3000 =90 €
Al afiadir 4 000 €, el capital depositado en el segundo banco es:
C=3000+90+4000=7090 €
Al cabo de un afio a un 5 % anual, obtenemos unos intereses de:
I=7090-0,05=354,5€
Por tanto, al acabar el segundo afio tenemos:
3000+90+4000+3545=74445€
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4.6. Interés compuesto

Si al realizar un préstamo con unos intereses, estos no se abonan al final, sino que
pasan a formar parte del capital al pasar cierto periodo de tiempo, tfenemos lo que
se conoce como interés compuesto.

La diferencia entre el interés simple y el compuesto radica en que en este Ultimo al
finalizar cada periodo el interés obtenido se anade al capital del que se disponia
anferiormente para generar Nuevos intereses.

La férmula para calcular el capital final aplicando un interés compuesto es:
sz C," (.I A I’)f

Hay ocasiones en que el periodo en el que se realiza la suma de los intereses al capital
es diferente a un ano. Por ejemplo, si es mensual, por cada euro depositado el banco
nos da r/12 € al mes. Como t anos son 12f meses, el capital acumulado al cabo de t
anos tras depositar un capital inicial de C euros a interés compuesto y cuyo periodo

12t
de amortizacién es mensual es C(1 + %) euros.

SIS ST J

m Un inversor deposita 20000 € en un banco al 7,2 % anual. Si los intereses
son compuestos:

a) ¢Cudnto dinero tendrd el inversor al cabo de 4 afos si el periodo de
amortizacion es anual?

El capital invertido es C=20 000 €, y el rédito anual es rde un 7,2 %. Por tanto,
al cabo de cuatro afios el capital sera de:

C(1+nN*=20000-1,072*=26412,48 €

b) ¢Cudnto dinero tendrd el inversor al cabo de 4 ahos si el periodo de amortizacion
es mensual?

Al ser amortizacion mensual, cada mes afiadiremos un doceavo del rédito anual,
2%
12

capital final al cabo de 48 meses:

es decir . Por otro lado, 4 afios son 46 meses, de modo que calculamos el

12t
c(1 +1”2) — 20000 - 1,006 = 26652,20 €

¢) Ala vista de los resultados anteriores, ¢resulta mds beneficioso que el periodo
de amortizacién sea anual o mensual?

Observando los resultados de los apartados anteriores, vemos que para el
inversor es mas beneficioso que el periodo de amortizacion sea mensual.
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.7. Uso de la hoja de célculo

Una hoja de cdlculo es un programa en el que se puede escribir, almacenar, manipular,
calcular y organizar fodo tipo de informacién numérica o de texto.

Al abrirlo aparece un libro compuesto de tres hojas (aunque se pueden insertar mas).
Cada una de ellas tiene una serie de celdas en las que podemos insertar texto, un NU-
mero o una funcién tal que, el valor de sus variables es el contenido de otras celdas.

Este programa nos resulta Gtil para crear tablas en las que se realicen diferentes
cdlculos o haya que aplicar la misma operacion a diferentes pares de valores, ya que
crearemos una férmula que realice todos esos cdlculos de modo automatico.

Ejemplo: Vamos a construir una hoja de cdiculo en la que se calculen los porcentajes
indicados de unas cantidades concretas.

A E = [

[ X 1 1 1 [ . ' ——
|+ Walos inicial PorcentspeWalor Anal Valer el Poraniap Maler sl

0 o [ 3 -, o
1 & 2% 12 - " =5 2
(] i3 % ne - Py an
[ 443 % oa F-1 ™ 135
' - % 125 s
] &0 12% 13 - B X
& T2 [ 11 433
|n 24 0% 8 2 I8

LY

T2 % 4.0

% % 25
[}

1. Cabecera: reservamos la primera fila para los encabezados, que nos servirdn para
saber qué es cada lista de valores.

2. Valores: en las columnas A y B infroducimos una serie de nUmeros y de porcentaijes,
respectivamente.

3. Féormula: ahora vamos a introducir las férmulas para que se realicen los célculos
que gueremos. En la celda C2 escribimos la formula = A2 * B2 y presionamos intro,
con lo que se obtiene el valor del porcentaje que buscdbamos.

4. Copiar la formula: no es necesario volver a teclear la férmula anterior en cada
una de las celdas de la columna C, pues basta con seleccionarla, ir al mend
Edicion de la barra de herramientas y marcar la opcidén Copiar. Luego
seleccionamos las celdas desde C3 hasta C10 arrastrando el puntero del ratén.
Con estas celdas seleccionadas acudiremos de nuevo al menu Edicion, y elegimos
la opcidn Pegar, asi obtenemos los valores de esta columna.

Por supuesto, podemos pensar en férmulas mucho mds complejas o elaboradas,
como: una tabla para calcular el interés simple que producen ciertos capitales inverti-
dos durante varios anos a unos ciertos réditos. Igualmente se podria calcular el interés
compuesto o incluso en una misma tabla podriamos calcular ambos y su diferencia,
para apreciar cudl de los dos es mds ventajoso y en que cuantia.

DS ool ool bbb oSS oS ool ab ol ol o ub o ol LR
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m Construir una tabla para calcular los intereses producidos mensualmente
por un capital de 1500 € invertidos a interés simple con un rédito del
1,25 % anual y el capital del que se dispone al final de cada mes.

En las columnas primera y a [ B8 | c [ o F
- 1 | Capital Rédito  Tiempo (meses) Interés  Capital final
segunda indicaremos, S0 Ty - 1% T 8
. . 1500 1. 26%: 2 313 1503, 13
respectivamente, el capital BT : i L
Z 1 5 1500 1,26% 4 [ 1506 26
(1 500) N el rédito (1 .25 %)- Enla & | =00 1,25% 5 7.8 1507,81
e T 1500 1,20% [ ] 15549 38
tercera columna escribiremos el CE s | 1% ; e 11054
‘ E] 1200 1.25% ] 125 15125
nimero de meses que tenemos P Y . = s
i i i 1 1200 1.25% (1] 15,63 151563
invertido el capital. L 1o | 1o 1 L i
. 13 1200 1,25% 12 18,15 1518, 75

Finalmente enla cuartayenla m
15

quinta realizamos los calculos de
los intereses y el capital final,
respectivamente.

En la celda D2 introducimos la férmula que calcula los intereses para los datos
de esa fila:= A2*B2*C2/12. Luego la copiamos en el resto de celdas de la misma
columna.

Enla celda E2 escribimos la formula=A2+D2, que suma el capital inicial con los
intereses que se acaban de calcular.

m Construir una tabla que proporcione el capital final al cabo de cada
uno de los meses de un ano para un capital de 1500 € con un rédito
de un 1,25 %, si el interés es compuesto.

Las columnas Ay B, en las que indicaremos el capital y el rédito al que esta colocado
el mismo son constantes, y valen, respectivamente, 1500y 1,25. En la columna C
escribimos el nimero de meses que tenemos invertido el capital. La columna D sera
la que corresponda al capital final.

La férmula que introducimos en la celda D2 y luego copiaremos en el resto de celdas
de la misma columna es =A2*(1+B2/12) * C2. Obtenemos asi la tabla pedida.

1 | Capital Rédito | Tiempo (meses) Capital final
1500 | 1,25% 1 1501.56
3| 1500 | 125% 2 150313
4| 1500 | 1,25% 3 1504.69
5| 1500 | 1,25% 4 1506.26
6 | 1500 | 125% 5 150783
7| 1500 | 1,25% 6 1509,4
g | 1500 | 1,25% 7 1510,97
9 | 1500 | 1,25% 8 1512,55
10| 1500 | 1,25% 9 151412
1n| 1500 | 1,25% 10 15157
12| 1500 | 1,25% 11 151728
13| 1500 1,25% 12 151886
14
15

g
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Problemas &

Un coche consume 7 L de diesel cada 100 km. Sabiendo que el precio del diesel
es de 1,45 € por litro, ¢cudnto costard realizar un viaje de 280 km?

En recorrer 280 km el coche gasta 7 - 280 _ 19,6 L, que cuestan

19,6 1.45=2842 €. 100

Para realizar el decorado de la obra de teatro que van a escenificar los alumnos
de 4° de ESO han trabajado 10 de ellos durante 4 dias, 3 h cada dia. ¢Cudntas
horas diarias habrian trabajado si en lugar de 10 alumnos lo hubiesen hecho

12 y hubiesen dispuesto de un dia mas?

m Para que 10 alumnos realicen el decorado en 4 dias han de trabajar 3 h/dia.
B Para que 10 alumnos realicen el decorado en 1 dia ha de trabajar 4 - 3 =12 h/dia.

m Para que 1 alumno realicen el decorado en 1 dia ha de trabajar 10 - 12 =120 h/dia.
(Observa que esto no es posible en realidad, por tanto, si te preguntasen si puede

hacerlo un alumno solo en 1 dia, deberias decir que no, pero aqui es un calculo
intermedio, para obtener el resultado buscado)

m Para que 12 alumnos realicen el decorado en 1 dia han de trabajar 11220 =10 h/dia.
B Para que 12 alumnos realicen el decorado en 5 dias han de trabajar 10_ 2 h/dia.

5

Para adquirir una vivienda que se vende por 240000 € se debe abonar al
ministerio de Hacienda un 8 % en concepto de IVA, a lo que hay que anadir
7200 € por gastos de notaria. {Cudnto dinero debe abonar en total el comprador
de la vivienda?

Al pagar el IVA el coste sufre un aumento.
El precio de la vivienda con IVA sera: 240000 - 1,06 =259 200 €
El coste final que debe pagar el comprador es: 7200 + 259 200 = 266 400 €

Un inversor contrata un depésito en un banco que ofrece un 4 % anual,
aportando un capital inicial de 8000 €. Tras un ano, contrata el mismo
producto con un capital que es la cantidad inicial, los intereses acumulados
durante el primer ano y 7000 € mds. ;Qué capital tiene el cliente al finalizar
el segundo ano?

Elinterés percibido al acabar el primer afio es: 8000 - 0,04 - 1=320 €

La cantidad depositada al comenzar el segundo afio es:
&000+320+7000=15320€

Elinterés percibido al finalizar el segundo afio es: I=15320-0,04-1=612,86 €

El capital final tras dos afios es: 15320+ 612,60=15932,60 €

4 =
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ff‘ La capacidad de la tarjeta de la cdmara de Pablo es de 2 GB.
El curso pasado pudo hacer 846 fotos hasta que se le llenéd la tarjeta.
Este curso decide comprar una tarjeta con una capacidad de 8 GB.
¢Cudntas fotos podra hacer antes de que se le llene?

La capacidad de la tarjeta y el niimero de fotos que puede hacer son

directamente proporcionales. Una tarjeta de un GB tendria capacidad para

&46 =423 fotos.

2
Por tanto, una de & GB tiene una capacidad de & - 423 = 3 364 fotos.

(2  Un nifo calcula que si gasta 1, 8 € diarios sus ahorros durardn 30 dias.
¢Cudnto deberia gastar diariamente para que los mismos ahorros le
duren 45 dias?

La relacién entre las dos magnitudes es de proporcionalidad inversa, a mas dias
menor sera el gasto diario.
Los ahorros del nifio son de 30 - 1,86 =54 €, que repartidos en 45 dias le permiten

efectuar un gasto diario de 2—; =1,2 €/dia.

(3 Irene ha pagado 54 € por un par de zapatos que estaban rebajados
un 10 %. ¢(Cudnto costaban los zapatos antes de la rebaja?

Los 54 € pagados por Irene representan el 90 % del precio inicial de los zapatos.

54 _
0.9 =60 €.

De modo que 0,9 - precio = 54. Entonces, precio =

(4 ;Qué cantidad se obtiene si se incrementa 2450 en un 30 %
y se disminuye la cantidad resultante en un 30 %?

Un aumento de un 30 % es: ('l +%) -2450=3165

Ahora hacemos la disminucién de un 30 %: (1 —%) .3185=22295
(5 Rellenar las casillas en blanco:

a) E120%de|65]es 13 c) El3%de|2700)]es 81

b) El15% de|740|es 111 d) El45%de|20]es 9

4 8 Proporcionalidad numérica




{6 Un pintor ha cobrado 640 € por trabajar 4 jornadas a razén de 8 h cada
dia. ¢(Cudanto cobrardan dos pintores de iguales caracteristicas por trabajar
3 jornadas de 10 h cada una?

Si 1 pintor trabaja 4 jornadas & h, entonces cobra 640 €.

Si 1 pintor trabaja 4 jornadas 1 h, entonces cobra 640/6 =80 €.

Si 1 pintor trabaja 1 jornada 1 h, entonces cobra 80/4 = 20 €.

Si 1 pintor trabaja 3 jornadas 1 h, entonces cobra 20 - 3 =60 €.

Si 1 pintor trabaja 3 jornadas 10 h, entonces cobra 60 - 10 =600 €.

Si 2 pintores trabajan 3 jornadas 10 h, entonces cobraranentotal 600 - 2=1200 €.

/71k Alvaro percibe 750 € mensuales por su trabajo como dependiente en
una tienda. El dueno decide aumentar su salario en un 10 %, y él decide
apuntarse al gimnasio, que le cuesta 50 € mensuales. ¢(De cudntos euros
mds dispone Alvaro al mes? ¢Qué tanto por ciento representa este
aumento respecto del sueldo que cobraba?

La subida de salario de Alvaro es un 10 % de 750 = 0,1-750 =175 € al mes.

Como se gasta 50 € en el gimnasio, el incremento de lo que dispone es: 75 -50 =25 €.
Es decir, que tras pagar el gimnasio dispondria de 750 + 25 =775 €,

esto equivale a un incremento con respecto a lo que disponia antes de

a _ a _775 . _ , .
(1 +3 OO) 750=775= 100> 750 1=0,033, es decir, un porcentaje
deun 3,3 %.

/8-’L Ana deposita durante un ano al 4 % anual los 28000 € de que dispone.
Al terminar el ano anade al capital los intereses obtenidos y efectia
un nuevo depésito anual en las mismas condiciones. {Qué cantidad
percibira al final del segundo ano?

Elinterés al finalizar el primer afio es: I= 0,04 - 26000=1120 €

El capital al inicio del segundo afio es: 26000 +1120=29120 €

Elinterés al finalizar el segundo afio es: I=0,04 - 29120="1164,60 €

La cantidad percibida al acabar el segundo afio es: 29 120+ 1 164,60=30 264,860 €

(9 ¢ Qué capital poseera al cabo de 7 aios una persona que efectda un
depdsito de 10000 € a un interés compuesto anual del 4 %?

Aplicamos la formula que nos da el capital final teniendo en cuenta que los intereses son
compuestos: 10000 - 1,04" =13 159 €
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‘Polinomios

5.1. Monomios. Polinomios

Un monomio es una expresion de la forma ax” donde a es un ndmero, n es un entero
no negativo y x es un simbolo, que se llama variable. Por convenio, ax’ = a. Si a es no
nulo, el exponente n se llama grado del monomio ax”.

Un polinomio es una suma de monomios:
2 -1
P(X)= Qg+ aiX+ QX"+ ... + Gy X" + O X"

de modo que a, # 0y nes el mayor de los exponentes, llamado grado del polinomio
P(x). que se escribe gr(P) = n. Los polinomios de la forma P(x) = g, se llaman constan-
fes, y los nUmeros qy, ..., a, se llaman coeficientes de P(x).

Se dice que a, es el coeficiente director de P(x) y que g, es su término independiente.
Los polinomios cuyo coeficiente director es 1 se llaman ménicos.

J J T T T T

n Escribe los siguientes polinomios ordenando sus monomios en orden
creciente respecto de su grado y determinar su grado. {Cudnto valen
sus coeficientes directores?

(X)) =5x2+2+7x°, p,(X)=x*+2x*+4, py(x)=x*+x*+2

Los polinomios dados se reescriben asi:

p1(x)=2+5x*+7x°, p,(x)=4+x*+2x>, p;(x)=2+x>+x*

Y sus grados son 5, 3 y 4, respectivamente. Sus coeficientes directores son 7,2y 1.

n Expresa como polinomio en la variable x:

a) El drea de un rectédngulo de altura x cm y cuya base es el triple de su altura.

x- 3x=3x

b) El volumen de un orfoedro de altura 7 cm y de base un cuadrado de lado x cm.
2 2
X -7=7x

n Calcula el grado del monomio que expresa el drea azul de la figura.

/ ‘ 2
El drea del rectangulo es 3x - x= 3x",
mientras que el drea de cadaunodelos  , x x X

g . . X
tridangulos rectangulos de las esquinas es >

Y la suma de las areas de ambos triangulos X X
es x°. El drea que buscamos es la diferencia
P(x)=3x" —x" = 2x°, que es de grado 2.
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Evaluacion de polinomios. Dado un ndmero r, el resultado de evaluar el polinomio:

1 n

P(X) = Og+ OhX+ QX2 + ... + O, X" + QX

en x =res el nimero:

n-1

P(r)=Qp+ O+ Qpl* + ... + Q4

n

+ a,r

También se dice que P(r) es el valor numérico del polinomio P(x) en x = r. En particular,
P(0) = g, es el término independiente del polinomio P(x).

n Completa la tabla calculando el valor numérico de los polinomios dados
en los nUmeros que se piden:

X=-2 x=-1 x=0 x=1 X=2
*-x [_e J[ 2 J o [ o J 2 |
X+x-2x | o0 | 2 Il o |l o || & |
102+5x-1 | 29 || 4 || -1 || 14 | 49 |
¥-x [Bo ][ o J[ o [ o | =0 |
5x+4 | 6 || -1 ]| 4 || 9o | 14 |
X+10x | 16 || -9 || o || 11 || 24 |

ﬂ ¢Cudl es el término independiente de un polinomio P(x) si P(0) = 9?

El término independiente de un polinomio coincide con su valor numérico para x= 0,
luego en este caso el término independiente es 9.

n Si el valor numérico del polinomio P(x) =2 + 5x - 3x*> + ax®* en x=-2 es 4,
¢ccudl es el valor de a?

Imponemos la condicion P(—2) =4, esto es:

4=2+5-(-2)-3-(-2)>+2-(-2)°=2-10-12-8a & 24=-8a < a=-3

Se dice gque un nUmero r es raiz del polinomio P(x) si P(r) = 0.

L Ejemplo: El niUmero 3 es raiz del polinomio P(x) = x — 3, porque P(3) =0

n Calcula el valor de a sabiendo que x =1 es raiz del polinomio
P(x)=7 - ax* + x°.

Al evaluar en x= 1 se tiene

0=P(1)=7-2-1°+1°=-2+86 = a=8
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0.2. Operaciones con polinomios

La suma de dos polinomios se realiza coeficiente a coeficiente, es decir, dados los
polinomios:
Px)=ap+ a;Xx+ ...+ a,x"y QX)=by+ byx+ ... + b,x"
su sumas es el polinomio P(x) + Q(X) = (0y + by) + (a; + b)X + ... + (4, + b,)X".
Observa que gr[P(x) + Q(x)] < gr[P(x)] y gr[P(x) + Q(x)] < gr[Q(x)]
Ejemplo: Sean P(x) =1 + x+ 7xX* + 2x° y Q(x) = 4 + 2x + 5x2, su polinomio suma es:

PX)+Qx)=(1+4)+(1+2)x+ (7 +5)x*+(2+0)x* =5+ 3x+ 12x> + 2x°

T

n Dados los polinomios P(x) =-3 +2x-5x*>+7x’y Q(x) =12 + 2x> - 7x°
calcula el polinomio suma P(x) + Q(x) e indicar cudl es su grado.

P(x)+Q(x)=(-3+12)+(2+0)x+ (=5 + 2)x* + (7 — 7)x°> = 9 + 2x— 3x° de grado 2.

El producto del polinomio P(X) = Gy + ahX + QX + ... + @, X"~ + a,x" por el nimero p es
el polinomio:

(PP)(X) = pQy + pOhX + POX° + ... + P 1 X" + paX”
cuyos coeficientes son el resulfado de multiplicar por p los coeficientes de P(x).

Conviene observar que, dados dos polinomios P(x) y (x) y nUmeros o, By r, al evo-
luar en x = r se tiene (aP + BQ)(r) = aP(r) + BA(r).

J J J JT

n Escribe el polinomio (oP + BQ)(x) donde . =2, =3, P(x) =1 + 3x* + x°
y Qx)=7 - 3x+ 2x°.

Sin mas que aplicar la definicién se obtiene:

P+ BA)(x)=2(1 +3x% +x°) + 3(7 — 3x+ 2x°) =23 — Ox+ 6x° + 2x° + 6x°

m Completa las casillas que hemos dejado en blanco:

(3+ x2+|§|x3—5x4)-(—2)=+4x2—12x3+x4
(7—8x+x2—3x“)+(x+3x2+)(3—)(“)=—10x+8x2+7x3+x4
<3+X—2X2+5X3—X4)—(—2X+X3+3X4):2+6X+X2—2X3+X4
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La multiplicacién o producto de dos polinomios P(x) y Q(x) es otro polinomio, que
denotamos P(x) - Q(x), cuyo grado es la suma de los grados de los polinomios P(x)
y Q(x) y que se calcula aplicando la propiedad distributiva a los monomios. Conviene
observar que dados polinomios P(x) y &(x) y un ndmero r, al evaluar en x = r se tiene:

(PQ)(r) = P(NQX(r)

Ejemplo: dados los polinomios P(x) =1 + 2xy Q(x) = 7 — 3x? + x° su producto es:

(PQ)(x) = (1 +2x)(7 — 3x* + x%) = X — 3+ 7

=7 -3x2+ x>+ 14x-6x3 + 2x* = . . 2x + 1
_ _ay2_ B3 4 x° = 3x + 7
=7+ 14x - 3x° —5x° + 2x 2 bl e

EOLSLababel

2x* = B5x®* — 3x* + 14x + 7

m Multiplica los polinomios P(x) =1+ x+ X’y Q(x) =1 — x + X

Aplicamos directamente la definicién de producto y obtenemos

P =(1+x+x*)(1=x+x7) =1 —x+x*+x—x*+x°+x* = x°+x* =1+ x>+ x*

m Dados los polinomios P(x) =3 — 2x — x* y Q(x) = —x + 4x> — 5x® calcula el
valor numérico del polinomio P(x) - Q(x), producto de los polinomios
dados, en x=-2.

Conviene observar que no es necesario efectuar el producto de los polinomios dados
pues (F- Q) (—2) = P(-2) - Q(—2). Asi, como:
P(-2)=3-2-(-2)-(-2)°=3+4+8=15y
Q(-2)=—(-2) + 4(-2)>-5(-2)°’=2+16+40=58
resulta (P- Q) (-2)=FP(-2) - Q(-2)=15-56=8670.

Teorema de la division de polinomios. Dados dos polinomios no nulos D(x) y d(x)
existen polinomios Q(x) y R(x) tales que D(x) = d(x) - Q(x) + R(x) y gr(R) < gr(d)

Los polinomios Q(x) y R(x) se llaman cociente y resto, respectivamente, de la divisidon
de D(x) entre d(x).

Ejemplo: Calcularemos el cociente y el resto de la division del polinomio:

D(x)=7 - 5x+ xX* enfre d(x) = x— 2.

x> - 5x+ 7 |x-2
X% + 2x x -3
-3x + 7 = Q(x) =x- 3 es el cociente y R(x) =1 el resto.
3x - 6

S T

1
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m Calcula el cociente y el resto de la division del polinomio:

D(x) =2 — 3x - 7x* + 3x* + 5x* entre d(x) = -1 + x*

55 + 3x° — 7" — 3x+ 2 | ¥ — 1

—5x" + 5x° 5x* + 3x — 2
3x° — 2x° — B3x+ 2
—3x° + 3x
-2 + 2
25 -2
(o)

lo que significa que Q(x) = 5x°+ 3x— 2 es el cociente y R(x) = O el resto.

Regla de Ruffini. Al dividir un polinomio P(x) entre ofro de la forma d(x) = x — a, pode-
mos emplear la regla de Ruffini, que veremos con un ejemplo.

Ejemplo: Realizaremos la divisiéon del polinomio P(x) = 2 + 3x* + x* entre el polinomio
d(x) = x — 3 aplicando la regla de Ruffini.

Se trazan dos lineas perpendiculares y se escriben los coeficientes de P(x), ordenados
y sin omitir términos nulos. Escribimos a = 3 al lado izquierdo de la linea vertical y bajo
la linea inferior colocamos el primer coeficiente:

10302
3

1

Se multiplica el coeficiente que se ha bajado (1) por el que se ha colocado a la
izquierda (3). El resultado del producto se coloca debajo del coeficiente del término
siguiente y se suman.

1

El resultado de la suma se vuelve a multiplicar por el nUmero situado a la izquierda vy
se repite el proceso.

10 302 10 3 02 ‘1030 2
30 3 9 3l 3 9 36 3l 3 9 36 108
1312 1 3 12 36 1 3 12 36 [110

El dlifimo ndmero se corresponde con el resto de la division mientras que los demds
son los coeficientes del cociente. En nuestro caso, el cociente de la division es el poli-
NnomIo:

OO S eSS S aS b o

P(x) = x> + 3x* + 12x + 36 y el resto r=110.
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m Calcula el cociente y el resto de las siguientes divisiones:

T

a) P(x)=24-19x-2x*+ x* entre x - 1.
Aplicamos la regla de Ruffini: 1 -2 -19 24
‘ 1 -1 -20
1 -1 -20 4

Esto implica que el cociente de la divisién es 1

Q(x)=—-20—x+ x*yelrestoes r=4.

b) P(x)=5-x*entre x + 2.
Aplicamos la regla de Ruffini: -1 0 O 5
I
-1 2 -4 13

Por tanto, el cociente de la divisién es -2

QA(x)=—4+2x—xyelrestoes r=13.

Teorema del resto: El resto de la division de un polinomio P(x) entre otro d(x) = x — a
monico de grado 1 es P(q), es decir, es el valor numérico del polinomio P(x) en x = a.
En efecto, el grado del resto es menor que gr(d) = 1, luego es constante, digamos r.
Si Q(x) es el cociente se fiene P(x) = (x — a)Q(x) + r, y evaluando ambos miembros
en x = g, obtenemos:

P@)=(@-a)Qa)+r=r

Del Teorema del resto se deduce que un polinomio P(x) es multiplo del polinomio x — a
siy solo si a es raiz de P(x).

Calcula el resto de la siguiente divisidon (-3x*° - 2x*° + x+ 1) : (x + 1).

Aplicando el teorema del resto obtenemos que el resto de la division es el valor
nimerico del polinomio P(x) = —3x" - 2x°°+ x+ 1 enx=—1, esto es:

P(-1)=-3(-1)*-2(-1)*°+(-1)+1=-5
¢Cudl es el valor de k si el resto de la division del polinomio
P(x)=x>-x*+ kx- 13 entre x- 5 es 3?

Aplicando el teorema del resto deducimos que el resto de la divisién es el valor
numerico del polinomio P(x) = X’ —x*+kx—13 enx=5, esto es:

3=P(5)=5°-5°+5k—13=5k— 87, 0 sea, 5k= 90, es decir, k=18.
Calcula el valor de k para que x = 3 sea raiz del polinomio
P(x)=-x*+2x*>-x+ k.
Debemos imponer que P(3) =0, esto es:

0=P(3)=-3°+2-3°-3+k=-27+18-3+k=-12+k & k=12
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5.3. Productos notables

R

L

Algunos de los productos notables mds importantes son:
(a+ by’ =a’+2ab+ b (a-b)P=a’-2ab+ b (a+b)@-b)=a?- b

m Completa las casillas que hemos dejado en blanco.

J J I IJT I IJT I IJT I ITITIT

a) (x—)2=x2+25—x b) (+1)2=4x2++4x c) (x—)2=x2+64—x

Un problema dificil en general es factorizar completamente un polinomio, es decir,
escribirlo como producto de otros que ya no se pueden factorizar mds. Sin embargo,
algunos ejemplos son muy sencillos y podemos resolverlos empleando reiteradamente
la regla de Ruffini, las identidades notables, sacando factor coman...

Ejemplo 1: Vamos a emplear reiteradamente la regla de Ruffini para factorizar el poli-
nomio P(x) = x* -2 x* - 19x + 20.

1 -2 -19 20
1 1 -1 =20 = PX) =x-1)(-20-x+ X%
1-1 20 O

De nuevo, al dividir Q(x) = x> — x — 20 entre x + 4, resulta:

1 -1 20
-4 -4 -20
1-5 0

luego Q(x) = (x + 4)(x — 5) y, finalmente:
Px)=(x-1)(x+4)(x-5)

Ejemplo 2: Vamos a factorizar el polinomio F(x) = 9x° — 6x° + x*. Sacando primero fac-
for comudn, y empleando a continuacion la segunda de las identidades notables se
fiene:

F(x) = 9x° — 6x° + x* = x*(3x - 1)?

m Factoriza los polinomios F(x) = 9x°® — 25x* y G(x) = 3x° — 48x.

Sacamos factor comin y empleamos algunas de las identidades notables:
F(x)=9x° - 25x" = x" (95" — 25) = x* [ (3x)* — 57| = x* (3x— 5) (3x+ 5)

G(x)=3x"—48x=3x(x"—16)=3x(xX* + 4) (x* - 4) = 3x(x* + 4) (x+ 2) (x— 2)
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m Factoriza el polinomio P(x) =4 — 2x — 2x* + x* - 2x* + x°.
Como P(1) =0 dividimos F(x) entre x— 1 mediante la Regla de Ruffini:
‘1 -2 1 -2 -2 4

1 -1 0 -2 -4 = P=(x-1K"-x"-2x-4)
1 -1 0 -2 -4 O

Denotando Q(x) = x" — x° — 2x— 4 se tiene Q(-1)=0 por lo que:

1 2 -2 4 = PR=(x=1)(x+1)(—2x+2x—4)
1 -2 2 -4 O

‘1 -1 0 -2 -4
-1

SiF(x)=x"—2x"+2x—4 comprobamos que F(2) =0, y por ello:

1 -2 2 -4
2 2 0 4 = PH=(x—1(x+1)(x—2)(x*+2)
1 0 2 0
En definitiva:

P(x)=4—-2x—25+x° - 25"+ x°=(x— 1) (x+ 1) (x— 2) (x* + 2)

m Factoriza el polinomio P (x) = — 8 + 14x — 3x*> — 4x° + X"
Como P(1) =0 dividimos F(x) entre x— 1 mediante la regla de Ruffini:
1 -4 -3 14 -8

1ML 1 -3 6 8 = PH=x-1)(x"-3x-6x+8)
1 -3 6 & |0

Dividimos de nuevo entre x— 1:

‘1 -3 6 8
1ML 1 -2 -8 = PH)=(x-1)>*("-2x—-8)
1 -2 -8 |0

Por ltimo, las raices del polinomio X’ —2x— 8 son x=4yx=—2, de donde se
concluye que:

P(x)=(x— 1)2(x+ 2)(x—4)

[ nd
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1 ¢Cual de las siguientes afirmaciones es cierta? La suma de dos monomios
es otro monomio:

a) Siempre b) Nunca c) Aveces

La suma de los monomios P,(x) = xy P,(x) = x° ho es un monomio, pero al sumar P,(x)
con P5(x) = 2x se obtiene P,(x) + P;(x) = 3x, que es un monomio. Por tanto, la
respuesta correcta es a veces.

@ Escribe la suma y la resta de los polinomios:
PX)=x+2+x* y Qx)=1+2x°+x°+x°
La suma y resta de estos polinomios son:
P+rQX)=T+x+2%+2+x+2x° y (Q-P)(x)=1—-x+2x -2+ %

(3 Calcula el valor numérico del polinomio P(x) =3 - x+4x*en x=0
yenx=1.

Sin mas que sustituir se obtiene:

P(0)=3-0+4-0°=3 y P(1)=3-1+4-1°=6

13

(4 Comprueba que x =1 es raiz del polinomio P(x) =1 + x® — 2x

Al evaluar P(x) en x=1 se obtiene P(1)=1+1°-2-1"%°=1+1-2=01luego 1 es
raiz de P(x).

(5 Asocia cada polinomio con sus raices:

fiX) =-2+ x+ 8x* + 5x°

2

9x)=6-11x-26x>+ 15x° {—1—}
h(x) = 2 — 5x — 18x% + 45x°

ré6 Multiplica los polinomios P(x) =1 + 2x + 3x*y Q(x) =5 — x.
Aplicamos directamente la definicion de producto y obtenemos:

(PQ) (x)=(1+2x+3x")(5—x) =5+ 10x+ 155" — x— 2x* — 3x° =5 + Ox+ 13x° — 3x°
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(7 Calcula el cociente y el resto de la divisidn del polinomio D(x) = 4 — 3x* + x*
entre d(x) =1 + x>

El cociente es el polinomio Q(x) =—4 + x* y el resto es R(x) = 8, ya que:
p qQ

X' — B3+ 4|+ 1
= ¥ X —4
— 4% + 4
45" + 4
)

(8 Factoriza el polinomio F(x) = 9x* + 6x* — 32x — 32.

Puesto que F(2) = O dividimos F(x) entre x— 2 mediante la regla de Ruffini y
obtenemos:

9 6 -32 -32
2 186 46 32
9 24 1o ()

es decir, F(x) = (x— 2) - G(x), donde G(x) = 9x° + 24x+ 16. Empleando una de las
identidades notables se tiene:

G(x)=9% + 24x+ 16 =(3x)°+ 2 - (3x) - 4 + 4% = (Bx+ 4)?

y, finalmente, F(x) = (x— 2) (3x+ 4).

(9 Calcula el cociente y el resto de la divisién del polinomio
Dx)=2+x+x*+x*entre d (x) =1 - x+ x°

El cociente es Q(x) =1+ 2x+ x°, y el resto es R(x) = 1, ya que:
q

S+ x+ 2 |%* — x + 1
X+ = K X+ 2x + 1
28— X+ x+ 2
—2x° + 2x° — 2x
X¥— x+ 2
-+ x—1
1
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‘Ecuaciones e inecuaciones

.1. Ecuaciones de primer y segundo grado

Ecuaciones de primer grado

6
H Una ecuacién de grado 1 con una incégnita tiene la forma:
l‘ ax=Db

donde ay b son nUmeros reales, a es no nulo y x es la incégnita. La dnica solucion de

P b
esta ecuacion es: x = 5

n Indica cudl de los siguientes nimeros es soluciéon de la ecuacion 3x = 6.
a) x=0 b) x=-2 c) x=2

Sin mas que sustituir estos valores en la ecuacién dada se deduce que x=2 es su
unica solucién.

Ecuaciones de segundo grado

Una ecuacién de grado 2 con una incégnita tiene la forma:

ax’+bx+c=0

donde a, by ¢ son niUmeros reales, a es no nulo y x es la incognita.

Para calcular los nUmeros reales x que satisfacen esta ecuacion completamos cua-

drados:

al+bx+c=0 & 4cP+4abx+4ac=0 o

(2ax+ b)’+ 4ac - b= 0 < (2ax+ b’ = b’ — 4ac & 2ax+ b=+\Vb? - 4ac &

_-b +\b? - 4ac

2a

=X

Se llama discriminante del polinomio de segundo grado P(x) = ax?+ bx + ¢ al nU-
mero:

J J I I J T I T I

A=b?-4ac

l‘ B Si A =0 |la Unica solucién de la ecuaciéon es: x = ~2g

I.‘ B SiA <O laecuacion carece de soluciones reales.

b +\ b? - 4ac

2a

k B Si A >0 la ecuacion tiene dos soluciones reales: x = —

g |
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n Se quieren plantar arboles a lo largo de un paseo con una distancia

de 8 m entre dos consecutivos. Se ha comenzado por plantar los arboles
de los extremos, y se ha comprobado que distan 168 m.
¢Cudntos arboles quedan por plantar?

El nimero x de arboles que faltan por plantar cumple que 8(x+ 1) = 168, luego
&x+8 =168, es decir, 5x= 160, y por tanto, x=20.

Es decir, faltan 20 arboles por plantar.

Calcula, si existen, las soluciones reales de las siguientes ecuaciones:
a) ¥ -5x+6=0
Las soluciones de la ecuacion son:

L _5*\/5°-46 :5J_r1:{5
2

2 2

b) ¥ -4x+4=0
La ecuaciédn tiene una tinica solucion, pues el discriminante es:
A=(-4)?*-4-4=0

Dicha solucién es x= 2.

c) ¥+5x+7=0

La ecuacién x° + 5x+ 7 = O carece de soluciones reales pues:

A=5°-4.7=-3<0

Los nietos de Carmen se envian postales durante el verano. Cada uno
de ellos envia una postal a los restantes. {Cudntos nietos tiene Carmen
si han enviado 12 postales?

Si Carmen tiene x nietos cada uno ha enviado x— 1 postales, porque no se envia postal
a si mismo.

Por tanto, el niimero de postales intercambiadas es x(x— 1), y se trata de encontrar
las soluciones de la ecuacion:

2 . 4
x(x—1)=12<:>x2—x—12=0<:>x=1iV12+4 12 :1J—“V249 :127:{_3

Como el numero de nietos de Carmen no es negativo, deducimos que tiene x= 4 nietos.

2 J
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Un ndmero x = X, es solucién de la ecuacion ax’ + bx + ¢ =0 si y solo si x = X, es raiz del
polinomio P(x) = ax’ + bx + c.

n Escribe una ecuacién de segundo grado cuyas raices sean los nimeros
x=7yx=11.

Las raices del polinomio:
Px)=(x—7)-(x—11)=x"—18x+ 77

son x=7yx="11, luego x°* — 18x+ 77 = O es una ecuacion de segundo grado cuyas
soluciones son los nimeros dados.

n Encuentra el polinomio ménico de segundo grado que tengaa x=1y
X =9 por raices.

Por el Teorema del resto, el polinomio buscado ha de ser miiltiplo de los polinomios
x—1yx—9.

Luego el polinomio pedido es:

P(x)=(x—1)-(x—9)=x"—10x+9

Identidades notables

B (A+B?=A"+2AB+ B
l‘ B (A-B’=A’-2AB+ B
l‘ B (A+B) - (A-B) = A — B

n Calcula:

a) (x+4)2=x"+8x+16

b) (2x-3x)?=(2x)*-2-(2x) - (3x%) +(3x°)* = 4x* = 12x° + 9x"
) (X +4%) - (¢ = 4x) = ()2 — (4x)% = x° — 16x?

d) (-2x-5)2=(-2x)>-2-(-2x)-5+5°=4x"+20x+ 25

e) (+1) - (¥-1=(x*)2-1%=x"-1

£) (3¢ =27 = (3 =2 (35) - () + (F)? = 9% — 6:° 4 §*

s
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6.2. Resolucién de ecuaciones mediante ensayo

J J J J I I T I T I T I T I ITIJTIT I ITITIT

y error

Resolver una ecuaciéon mediante ensayo y error consiste en elegir un candidato a
solucién y comprobar si efectivamente lo es.

B En caso afirmativo, habremos resuelto el problema.
B En caso contrario, se repite el proceso con un segundo candidato.

B Procedemos asi sucesivamente, hasta encontrar la solucidn o una aproximacion a
la misma.

Obsérvese que la eleccién de los candidatos a posibles soluciones no debe ser arbi-
traria. Conviene seguir algin algoritmo de modo que cada paso suponga una mejor
aproximacioén a la solucion.

Ejemplo:

Buscamos un nimero entero que satisfaga que al elevarlo al cubo y sumarle su doble
obtenemos el cuddruple de su cuadrado menos tres.

Lo anterior se traduce en que debemos encontrar una solucién entera de la ecuo-
cion:

X+2x=4X -3 & X -4X¥+2x+3=0

O lo que es igual, una raiz del polinomio P(x) = X* — 4x*+ 2x + 3.
Observamos que:
P@2)=-1<0y P(10) = 623 >0

Esto nos lleva a ensayar con un valor mayor que x; = 2 y menor que x, = 10, por ejem-
plo con el punto medio x; = 6:

P©6)=87>0
Repetimos el ensayo con el punto medio de x;, =2y x; = 6, esto es, con x, = 4.

Asi, como P4) =11 > 0, volvemos a intentarlo ahora con el punto medio de x, =2 vy
X, =4, es decir con x; = 3.

Pero P(3) =0, luego hemos encontrado el nidmero buscado.

Obsérvese que tal y como hemos visto en el tema anterior, las raices enteras del po-
linomio P(x) = xX* — 4x*+ 2x + 3 son divisores del término independiente, que es 3; lue-
go, ofro modo de emplear el método de ensayo y error es probar si alguno de los
divisores enteros de 3, es decir, alguno de los numeros £1, £3 es solucidn de la ecua-
cion.

g
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“ Calcula las edades de dos hermanos sabiendo que su producto es 28
anos y la suma de sus cuadrados es 65 anos.

Expresamos 28 como producto de dos factores de numeros naturales de todas las
formas posibles, es decir:

286=1-26=2-14=4-7

Si denotamos por x la edad del menor y por y la del mayor, de lo anterior deducimos
que los candidatos a solucién son:

m x=1;y=28,pero 1>+ 28° =785 + 65
m x=2;y="14,pero 2%+ 14*=200 + 65
m x=4;y=7, que satisface 4%+ 7 =65

Por tanto, las edades de los dos hermanos son 4 y 7 afios.

n Encuentra las soluciones enteras de la ecuacion x* — 4x*+ 5x - 20 = 0.

Los candidatos a solucién entera de la ecuacidon anterior son los divisores enteros de
—20, estos son: £1,+2,+4,£5, +10,+20

Denotamos P(x) = x* — 4x°+ 5x— 20 y evaluamos:

P(—1)=-30 P(1)=-18 P(2)=-18 P(-2)=-54
P(4)=0 P(—4)=-168 P(5) =30 P(-5)=—-270
P(10)=630 P(-10)=-1470  P(20)=6 480 P(—20)=-9720

Por tanto, la Unica raiz entera de la ecuacion es x= 4.

m Calcula, mediante ensayo y error, dos enteros positivos consecutivos cuyo
producto es 306.

Si x es el menor de los numeros buscados, se trata de resolver la ecuacion de segundo
grado x(x+ 1) =306.

En lugar de resolver esta ecuacién razonamos de otro modo, dandonos cuenta de que
como x y (x+ 1) no son muy distintos, deben parecerse a:

N306=175

De hecho x=17 y x+ 1 =18 son los enteros buscados.

s
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.3. Oftros tipos de ecuaciones

Ecuaciones bicuadradas

Se llaman ecuaciones bicuadradas a las de la forma ax* + bx*> + ¢ =0 con a = 0. Para
resolverlas se denota y = X* y se sustituye en la ecuaciéon dada, lo que proporciona
ay’+ by +c=0.

m Si b’ < 4ac esta ecuacién carece de soluciones reales, y lo mismo le sucede a la de
partida.

B Si b? > 4ac las soluciones de esta ecuaciéon son:

_—b+x/b2—4oc_y _ —b-+/b*-4ac

T 2a 2 20

Por lo que las soluciones de la ecuacion inicial son:

X0 = 7Y10 X34 = 1Yo, Siempre que y > 0

n Resuelve la ecuacion x* — 13x*> + 36 = 0.

I aPoPob oSS b b el

Ponemosy=x2:>y2—13y+56:0:>y:

13+/13°-4-36 _13+5_ |9
2 2 4

Entonces, x,,=t\V4 =12 y x5,=1V9 =13 son las soluciones de la ecuacion
del enunciado.

Ecuaciones polinédmicas resolubles por factorizacion

En el fema anterior aprendimos a calcular las raices racionales de polinomios con
coeficientes enteros. Combinando esto con el método de resolucion de las ecuacio-
nes de segundo grado, se obtienen en algunos casos las soluciones de ecuaciones
polinémicas de grado superior.

Ejemplo:

Resolvamos la ecuacion xX* — 4x+ 4x -1 =0.

Las posibles raices racionales del polinomio son 1, pues son los divisores enteros de
su término independiente. Dividiendo por x — 1 se tiene:

1 -4 4 -1

1M 1 -3 1
1 -3 1[0 = xX-4l+4x-1=(x-1)-0-3x+1)

2
Las soluciones de la ecuacion x> = 3x+ 1 =0son: x = 3% 32 —4.1_3 12\/5

3+\/§y3—J§
2 2

En consecuencia, las soluciones de la ecuacion de partida son 1,

g
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m Resuelve la ecuacidén x* — 1 =0.

Es claro que x= "1 es una solucién de la ecuacion. Dividiendo por x— 1:

1 1 1 1

1 1 1] 0 = ¥-1=x=1)-(F+x+1)

‘1 O 0 -1

e 2 . . 3 . .
La ecuacion x” + x+ 1 =0 no tiene soluciones reales, pues su discriminante
/7 . ’ 5
es A=—-3<0,luego la tinicaraizrealde s —1=0es x="1.

m Encuentra todas las soluciones reales de las siguientes ecuaciones:
a) X' -5X-36=0
Siy=x* la ecuacion se convierte en y’ — 5y — 36 =0

Sus soluciones son:

,-5VE +4.56 _5+./169 :5115:{9
2 2

2 —4

De este modo x,, = +./9 = +3 son los iinicos niimeros reales que cumplen la
ecuacion del enunciado, ya que x5, = ~/—4 no tiene raices cuadradas reales.

b) ¥ -3¥+x+3x-2=0
Las posibles raices enteras del polinomio P(x) = X —3x° + %+ 3x— 2 son 1, £2,
pues estos son los Unicos divisores de su término independiente.

Dividiendo por x— 1 se tiene:
1 1 -2 -1 2
"I -2 -1 2| 0= -3+ +3x—2=(x—1)- (X’ - 2x°—x+2)

‘1—5 1 3 -2

El segundo factor tiene a x=—1 por raiz, y resulta:
‘ 1 -2 -1 2

1 3 -2
1 -3 2| 0 = ¥-2¢-x+2=(x+1)-(*—3x+2)

-1

Las soluciones de la ecuacién x* — 3x+ 2 = O son:

_3+\/3°-4.2 _3+1 :{2
2

2 1

X

En consecuencia, las soluciones de la ecuacion de partida son —1,1 (doble) y 2.

De hecho hemos demostrado que: =B+ +B3x—2=(x—1)" (x+1)- (x—2)

a e |
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Ecuaciones con fracciones algebraicas

Para resolver estas ecuaciones, multiplicamos los dos miembros por el polinomio que
es minimo comudn multiplo de los polinomios que aparecen en los denominadores.
Obtenemos asi una ecuacion polindmica.

Es importante comprobar que las soluciones obtenidas no anulan los denominadores.

Ejemplo:

X X -1
x> +2x+1 x>-2x-3
mos los denominadores, esto es:

Para resolver la ecuacion 0 = pasamos de miembro y factorizo-

X : x—1
x+1) (x=3)-(x+1

Multiplicamos ambos miemlbros por el minimo comudn multiplo de los denominadores,
que es (x+ 1)? - (x - 3), por lo que la ecuacidn se convierte en:

X-X=-3)=x-1 - x+HheoexX-3x=xX-1c-3x=-1 <:>X=1§

J J J J T I IJT T ITIT

m L x-2 2x - 5 P
Resuelve la ecuacion: 5 == -—
X“+8x+7 x“-49 x -6x-7

Factorizando los denominadores se tiene:

x—2 ___2x-5 x—2
(x+1)-(x+7) (x+7)-(x=7) (x+1-(x—=7)

Y multiplicando por (x+ 1) - (x+ 7) - (x— 7) resulta:

(x—=2)-(x=7)=2x=5) - (x+1)—(x—-2) - (x+7) &
S —9x+14=2x¥-3x—5-x"-5x+14 = x=5

m ¢Tiene alguna solucién la siguiente ecuacion: 0 = LI 22" )
T+x x*-1 x-1

o qe 2 .z .
Multiplicando por x” — 1, la ecuacion se convierte en:

1 N 2x 1 :(x—1)+2x—(x+1):2x—2

_ _ 0=2x—2=x="1
T+x  x*—1 x—1 ¥2_1 Z_1 Xme=x

Pero x= 1 anula dos denominadores, luego la ecuacion no tiene soluciones.

v Py
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6.4. Inecuaciones de primer y segundo grado

Una inecuacién es una desigualdad entre dos expresiones algebraicas. Se llaman so-
luciones de una inecuacion a todos los nimeros reales que sustituidos en la incoégnita,
satisfacen la desigualdad.

m ¢A cudles de las soluciones de las siguientes inecuaciones pertenece

X =3?
a) 3x-7=20 c) X¥-2xX<3x-1
b) ¥ -x+4<0 d) 2¥¥-5x-3<0
Inecuacion 3ustih_1imos X _=’3 en la z,Pertenece_f( =3
inecuacion a la solucién?
3x-72>0 3:3-7=220 Si
x> - x+4<0 3°-3+4=10<0 No
x*-2x2<3x -1 3°-2.3°<3.3-19<8 No
2x* - 5x-3<0 2.32-5.3-3=0<0 Si

Para resolver inecuaciones, resultan dtiles las siguientes propiedades relativas al com-
portamiento de las desigualdades respecto de la suma y el producto.

Sean a, by c tres nUmeros reales. Entfonces:

B Siagasb=a+c<b+c B Siag<b=a+c<b+c
mSia>0yb<c=ab<ac m Sia>0yb<c=ab<ac
m Sia<0Oyb<c=ab>ac m Sia<0Oyb<c=ab>ac

De aqui se desprenden unas reglas Utiles para resolver inecuaciones, llamadas de los
signos:
El producto ab > 0 si y solo si ay b son no nulos y fienen el mismo signo.

|
B El producto ab > 0 si y solo si bien a o b son nulos, o bien son no nulos y tienen el
mMismo signo.

El producto ab < 0 si y solo si ay b son no nulos y fienen distinto signo.

El producto ab < 0 si y solo si bien a o b son nulos, o bien son no nulos y tienen dis-
finto signo.

~J J J I T I T ITIT
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m ¢Cual de las siguientes inecuaciones carece de soluciones?

Voo oSS bbbl S S eSS ue

a) 3¢+2=0 b) 5¥+10<0 c) 15x-45<0
La inecuacién 5x° + 10 < O carece de soluciones pues es x>0 para cada nimero
real x, luego: 5x° >0 = 5x*+10>10>0

Las otras dos tienen soluciones; cualquier nimero real lo es de la primera y, por
ejemplo, x=0 lo es de la segunda.

Dos inecuaciones se dicen equivalentes si tienen las mismas soluciones.

Una inecuacioén de primer grado con una incégnita es aquella que se puede trans-
formar en otra equivalente que tenga una de las siguientes formas:

B ox+b<0 B ax+b>0

donde a#0
B ox+b<0 m aox+b=>0

Para resolverlas emplearemos las propiedades anteriores sobre las desigualdades.

Ejemplo:

3x+1_x—1 <x+5

Resolvamos la siguiente inecuacion: 3 BED)

Multiplicamos por 12 los dos miembros de la desigualdad:
43x+1)-6(x-1)<x+5
Eliminamos los paréntesis y simplificamos:
12x+4-6x+6<x+5<6x+10<x+5
Se resta 10 a los dos miembros de la inecuacion:
6x+10-10<x+5-10=6x<x-5
Restamos x en los dos miembros:

bX—Xx<x-5-xo 5x<-5

Multiplicamos por% los dos miembros:

e 9onen

Escribimos la solucion en forma de intervalo: x e (=, —1]

g
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m Escribe en forma de intervalo las soluciones de las siguientes inecuaciones:

a) 3x+4=0

b)

c)

d)

5x+420<:>5x2—4<:>x2—%

Por lo que las soluciones son los puntos del intervalo:

X€E [—% +00)

2x -3 <4x+ 9

2xX—3<4x+9 S 2x—4x<9+ 3 2x< 12 x>—6

Escribimos la solucién en forma de intervalo:

x€ (—6,+x)

4(x+3)—2x > 4x + 4

4(x+3)—2x>4x+4 S 4x+ 12 -2x>4x+4 S 2x+12>4x+4 &
& —-2x>-b6 S x<4

En forma de intervalo:
X€ (—x,4)

7x-13 2x-4
<

2 5
7"‘215 Szx5_4<:>5(7x— 13) < 2(2x—4) & 35x— 65 < 4x— 8 &
57
< <==
<:>5'Ix_57<:>x_:51

En forma de intervalo:

x—3+3x+5 X
5 T2 "4 32
";3 +3"2+5z§—5"7‘6@4(x—3)+10(5x+5)z5x—10(3x—6)<:>

S 4x—12+30x+5025x—30x+ 60 < 34x+ 38 2>60 - 25x <

22
> >£4
& 59x>22 < x> 59

Escribimos la solucién en forma de intervalo:
22

X E @,'FOO)
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Una inecuacién de segundo grado con una incégnita es aquella que se puede
tfransformar en ofra equivalente que tfenga una de las siguientes formas, donde a # 0:

a‘+bx+c<0; a+bx+c>0; ax+bx+c<0; al+bx+c=0

Para resolverlas, factorizamos sus polinomios y empleamos fablas, en las que estudio-
mos el signo de cada uno de los factores en los diversos infervalos en los que queda
dividida la recta real por las raices del polinomio.

Ejemplo:
Resolvamos la inecuacion: x> — 11x+28 <0

Comenzamos calculando las raices del polinomio P(x) = x> - 11x + 28, que son:

PUAE: 1P-4.28 113 |7
a 2 T2 4

Esto implica, por el teorema del resto, que: P(x) = (x — 4) - (x — 7). Descomponemos la
recta real en los siguientes intervalos disjuntos dos a dos: (—«, 4), (4, 7), (7, +x)

En cada uno de ellos es inmediato conocer el signo de los factores, y el de su produc-
fo P(x) se calcula empleando la regla de los signos:

L &= L - Lo Lo« o+ o+ ]
Lo - - L - Lo o+ ]
L= |« Jl o | - J[ o || + |

Por tanto, la solucién de la inecuacion X — 11x+28 <0es xe [4, 7].

| | & | | & | |
T T T I I T T T

2 3 4 5 6 7 8 9

m Resuelve la inecuacion: x> - 5x+ 6 >0

X’ —Bx+6=(x—2) - (x— 3). Se tiene entonces la siguiente tabla de signos:

(—o,2) 2 (2,3) 3 (3, +x)
(x—2) - o + +
(x—3) — - - o
(x—2)(x—3) + o - o)

Las soluciones son los puntos de la unién de dos intervalos abiertos:

(_oos 2) v (3! +OO)

[ ond
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Algunos polinomios de segundo grado P(x) = ax’ + bx + ¢ tienen signo constante en
la recta real: son aquellos cuyo discriminante es negativo.

En tal caso las inecuaciones:
a‘ +bx+c<0, a+bx+c>0; ax+bx+c<0;a+bx+c=0

o carecen de soluciones, o bien tienen por solucién el conjunto de todos los NnUmeros
reales.

5
X
X
;

m Resuelve las inecuaciones:

a) ¥ -4x+5<0

El discriminante de P(x) =x* — 4x+5 es A= 4% — 4 - 5 < 0, luego, P(x) tiene signo
constante en la recta real.

Como P(0) =5 > O entonces P(x) > O para cada numero real x.

Por tanto esta inecuacion carece de soluciones.

b) ¥ -6x+9>0
El discriminante del polinomio P(x) = X’ —6x+9es A=6°—4-9=0,luego este
polinomio tiene una lnica raiz, que es 3.

2 2 , ,
Por tanto, x" — 6x+ 9 = (x— 3)” 2 O para cada nimero real x, asi que todos los
numeros reales son solucién de esta inecuacion.

m ¢Para qué valores del nimero real x tiene sentido la expresiéon «/5x — 4 — x?
como numero real?

Se trata de averiguar qué valores de x cumplen 5x— 4 — x*>0,0seax’—5x+4<0.

Las raices del polinomio P(x) = X —Bx+4sonx=1yx=4lo que implica que:
P(x)=(x—1) - (x—4). Analizamos su signo:

(=, 1) 1 (1.4) 4 (4, +o0)
(x=1) - o) + + +
(x—4) - - - o +
(x—1)(x—4) + o) - o) +

Por tanto, la expresion del enunciado tiene sentido como niimero real si y solo si x
pertenece al intervalo cerrado [1, 4].
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E Un mago pide dinero a Juan; el mago triplica por arte de magia el dinero
que le da, pero luego se queda con 50 € por el frabajo realizado, y le
devuelve a Juan lo que queda. Juan mira el dinero recibido y observa
que el mago le ha devuelto menos de 100 €. ;Qué se puede decir de la
cantidad que inicialmente Juan le dio al mago?

Si x es el niimero de € que Juan le dio al mago, este lo convirtié en 3x,
y le devolviéo 3x— 50 €.

Pero 3x— 50 < 100,oseax<%=50.

Por tanto, Juan le dio al mago menos de 50 €.

m El nimero de cerdos en una granja es mayor que el de ovejas mds 2,
y el de ovejas es mayor que el triple del de gallinas mas 4. Sabiendo
que el numero total de animales de estas tres especies es menor que 76,
¢cual es el maximo numero de gallinas?

Sillamamos x al numero de gallinas de la granja, el de ovejas es mayor que 3x+ 4,
luego es mayor o igual que 3x+ 5 y el de cerdos es mayor que 3x+ 7, luego es mayor
oigual que 3x+ &.

Por tanto, el niimero total de animales de estas especies es mayor o igual que
x+(3x+5)+(3x+8)="7x+ 13, pero es menor o igual que 75.

Como x es un numero entero tenemos entonces:

Tx+13 <75 = Tx< 62 :»xs%:xsa

Es decir, en la granja hay, a lo sumo, & gallinas.

m Un nifo tiene gomas, lapices y sacapuntas en su estuche. El nUmero
total de objetos es menor que 27, el nUmero de gomas es mayor
que el de sacapuntas mas 2, y el de Idpices es mayor que el doble del
de gomas mas 2. ;Cudl es el nlimero mdaximo de sacapuntas en
el estuche?

Sea x el nimero de sacapuntas. El nimero de gomas es mayor que x+ 2, luego mayor
o igual que x+ 3, y el nimero de lapices es mayor que 2(x+ 3) + 2, luego es mayor o
igual que 2(x+ 3) + 3 = 2x+ 9. Como el estuche tiene, a lo sumo, 26 objetos,
tenemos:

X+ (x+3) + (2x+ 9) < 26 = 4x< 14=>x$%

Y como x es entero, se deduce que x< 3 es decir, a lo sumo hay 3 sacapuntas.
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1  El perimetro de un triGngulo mide 13 cm. Calcula lo que mide cada lado
sabiendo que el lado menor mide la mitad que el mayor y este mide 2 cm
mds que el mediano.

Si x es la longitud en cm del lado menor, la longitud del lado mayor es 2x, y el tercer
lado mide 2x— 2.

Portanto: x+ (2x—2)+2x=13=>5x=15=x=3

En consecuencia, los lados de este triangulo miden 3, 4y 6 cm.

(2 Dentro de 3 anos mi edad serd el cuadrado de la edad que tenia hace 3.
¢Cudntos anos tengo?

Si tengo actualmente x afios hace 3 tuve x— 3, mientras que dentro de 3 afios mi edad

sera x+ 3. Por tanto:
7+7°-4-6 _715_{1

= —_ 2: 2_ 2_ = =
x+3=(x—3)°=x"-6x+9x"-7x+6=0=x 5 > 6

La solucion x= 1 carece de sentido, pues se desprende del enunciado que tengo al
menos 3 afios.

Por ello mi edad es de x= 6 afios.

3 Encuentra todos los nimeros reales que cumplen la igualdad:

X X
+ =
x+1 x+4

Multiplicando los dos miembros de la ecuacion por el producto (x+ 1) - (x+ 4) de los
denominadores, resulta la ecuacion:

x(x+4)+x(x+1)=(x+1)-(x+4) @ x* +4x+x° +x=x"+5x+4 = x° =4

Luego las soluciones son x=—2y x= 2.

4 Encuentra las longitudes de los lados de un tridngulo rectdngulo sabiendo
gue son nimeros enteros consecutivos.

Sean x, x+ 1y x+ 2 las longitudes de los lados. Por el Teorema de Pitagoras:

2+16

(x+2)P =x2+(x+1° @ x* +4x+4=2x+2x+1 x> - 2x—3=0 < x = 5

Y las soluciones son: x=3; x=—"1. Como las longitudes de los lados son nimeros
positivos, la solucion es x= 3.

Por tanto, los catetos de este tridangulo miden 3uy 4uy la hipotenusa mide 5u.

74
‘ Ecuaciones e inecuaciones




(s

Calcula para qué nimeros reales a, la ecuacién x> — ax + 9 = 0 tiene una
Unica solucién.

El discriminante A= a” — 4 - 9 del polinomio P(x) = x* — ax+ 9 ha de ser nulo, luego
a° =36, por lo que los niimeros buscados son a=-6y a= 6. Entonces nos queda:

X —6x+9=(x—3)" y ¥ —6x+9=(x+3)*

Encuentra tres nimeros naturales impares consecutivos tales que la suma
de los cuadrados de los dos menores exceda en 9 al cuadrado del
mayor.

Tres nimeros naturales impares consecutivos se escriben como 2x+1,2x+ 3y 2x+5
donde x es un entero. Asi la condicion del enunciado se escribe:

(2x+1)?+(2x+3)°=9+(2x+5)* @ 4 +4x+ 1+ 4 +12x+9=9+4x + 205+ 25

14V +4-6 _1+5 =>{5
2

2 -2

S 4 —4x—24=0 ¥ —-x—6=0 x=

Como los niimeros buscados han de ser positivos, la solucién x=—2 no se tiene en
cuenta, asi que x= 3, por lo que los niimeros buscados son 7,9y 11.

Calcula todos los nimeros reales que cumplen x* + 7x> + 12 = 0.

No hace falta resolver ninguna ecuacion para darse cuenta de que cada nimero real x
cumple que x*>0yx*>0, por lo que X+ 7% +12212>0, asi que la ecuacién del
enunciado no tiene ninguna solucion real.

p . . X
Encuentra todos los nUmeros reales que cumplen la inecuacion 5 >0
X +

Este cociente se anula, inicamente, para x=4 y no tiene sentido para x=—5.

(~»,-5) -5 (-5, 4) 4 (4, +)
(x—4) - - - +
(x + B) - o + + +
(x—4)
(x15) * - 0 *

Por tanto, las soluciones de la inecuacion del enunciado son: x € (=, =5) U [4, +0)

g
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‘Sis’remas de ecuaciones e inecuaciones
A

~1

.1. sistemas de ecuaciones lineales

Ecuaciones lineales
Una ecuacion lineal con dos incdgnitas es una expresion de la formai:
ax+ by=c

donde a, by ¢ son nUmeros reales, y x e y son las incognitas. Se llaman soluciones de
esta ecuacidn lineal a todos los pares de nUmeros reales (X, Y,) tales que:

axy + by, =cC

La representacion grafica de una ecuacion lineal con dos incdgnitas es una recta
del plano, cuyos puntos tienen por coordenadas las soluciones de la ecuacion.

Sistemas de dos ecuaciones lineales

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incoégnitas es un par de ecuaciones
lineales con las mismas incégnitas, que escribimos ast:

G]X ar b]y = C'|
O, X + by =C,

Se llaman soluciones de este sistema a todos los pares de nUmeros reales que son
soluciones de ambas ecuaciones lineales.

S J J J J J J J IJT T

n Indica cudles de los siguientes pares son soluciéon de la ecuacion:
3x+2y=5

a) (1.2 b) (3.-2) c) (1.7)

Sin mas que sustituir estos valores en la ecuacién dada se observa que (1, 2) no es
solucion y, sin embargo, tanto (3, -2) como (1, 1) silo son.

n Representa graficamente las siguientes ecuaciones:

a) -3x+y=-3
-Ix+ty=-3=y=3x—-3
X o 1
y -3 o 3
b) x-2y=-2
X—2y=-2=y= x-;Z
X -2 o 2
y o 2
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n ¢Cudles de los pares (-11, 12), (12, 11) y (11, 12) son solucién del sistema
dado?
{2x -3y =-14

3Ix-2y =9

Sin mas que sustituir estos valores en la ecuacién dada se observa que (—11,12) y
(12, 11) no son solucién.

Sin embargo (11, 12) silo es.

Tipos de sistemas

m La solucién de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas estd
formada por los puntos que comparten las rectas que representan a las ecuacio-
nes del sistema.

El sistema se llama incompatible si carece de soluciones, compatible determina-
do si fiene exactamente una solucién y compatible indeterminado si tiene mds de
una.

Se dice que dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones. Algu-
nos criterios de equivalencia de sistemas de ecuaciones son:

e Si multiplicamos o dividimos una de las ecuaciones del sistema por un ndmero
no nulo enfonces el sistema resultante es equivalente al original.

e Si a una de las ecuaciones del sistema le sumamos o restamos la ofra multipli-
cada por un ndmero no nulo enfonces el sistema resultante es equivalente al
original.

Ejemplo:

1
x+y=10 (4 (-4x-4y=-40 —4x - dy = 40 [4} —x—-y=-10
4x +5y = —44 AX+5y =-44 2or -

v (—x=-94 () (x=94
= y =84 =

T J J I I T I T I T I IT I

n ¢Cudntas soluciones tiene un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incoégnitas que tiene mas de una soluciéon?

Cada ecuacion del sistema representa una recta del plano.

Si dos rectas del plano comparten mas de un punto entonces son la misma recta, por
lo que el sistema tiene infinitas soluciones, que son cada uno de los puntos de larecta
que representa a la ecuacion dada.

Sistemas de ecuaciones e inecuaciones



ﬂ Explica cada uno de los pasos dados en la resoluciéon del siguiente

sistema:

x-3y=-4 9 [3x+9y =12 b) [1ly =11 ©) |y= d)
= = = =
3x +2y =-1 3x +2y =-1 3x +2y =-1 3x+2y =-1

d (y=1 e) (y=1
- 3x:—3:> x =-1

a) Multiplicamos la primera ecuacién por -3.
b) Alaprimera ecuacién le sumamos la segunda.

C) Multiplicamos por % la primera ecuacion.

d) Alasegunda ecuacion le sumamos la primera multiplicada por -2.

€) Multiplicamos por% la segunda ecuacioén.

Criterios de compatibilidad

ax+by=c

El sistema { :
OQX =F b2y = C2

B Es compatible determinado si y solo si se cumple que: a, - b, # a, - b,

m Es compatible indeterminado si y solo si los coeficientes son proporcionales, esto
es, si y solo si existe un nmero real ttal que: (ay, by, &) =1 (Q, b, C,)

m Es incompatible si y solo si existe un nUmero real t tal que: (o, b)) =1 (a, b,) pero
G zt-c

Ejemplos:
, IX-y =2 , ,
El sistema es compatible determinado pues: 7 -1 #3 - (-1)
X+y=5
12x - 2Ty = 33
El sistema {AXX 7y): 1 es compatible indeferminado pues: (12, -21, 33) =3 - (4, -7, 11)
—8x + 6y =2
El sistema {4 X +3 J . es incompatible pues: (-8, 6) = (-2) - (4, -3) y2#(-2) - 7
x -3y =
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n Estudia la compatibilidad de los siguientes sistemas:

a) 2x =7
-3x -y =1

2-(-1)#(=3) - O = Sistema compatible determinado
-8x+16y =-5
) x-2y =3
(=8,16)=(-8) - (1,-2)y -5 #(-8) - 3 = Sistema incompatible
9x-2ly =0
) 3x-7y =0

(9,-21,0)=3-(3,-7,0) = Sistema compatible indeterminado

n Calcula el valor de a sabiendo que el sistema

{6x +ay =3
incompatible.

es
3x +2y =1
Para que el sistema no sea compatible determinado es necesario que:
6-2=3a=a=4

Como (6,4)=2-(3,2)y3#2-1, el sistema es incompatible para a= 4.

n Escribe un sistema incompatible, otro compatible determinado y otro
compatible indeterminado.

Por ejemplo:

4x—2y=2

5 1 es compatible indeterminado, pues: (4,-2,2)=2-(2,-1,1)
X—y=

m El sistema {

Tenemos que (X, ¥o) = (1, 1) y (x4, ¥4) = (0, —1) son dos soluciones distintas del

mismo.
2x—y=1
m Elsistema es incompatible, pues: (2,-1)=1-(2,-1)y1#1-2
2x—y=2
x—y=0
m Elsistema fy=2 es compatible determinadoyaque: 1-121-(=1)
x+y=
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.2. Métodos de sustitucion, reduccién e igualacién

Método de sustitucion

Consiste en despejar una incodgnita en una de las ecuaciones y sustituir el resultado

en la ofra.
. P s . 3x+2y =1
Ejemplo: Resolvamos por el método de sustitucion el sistema ox 43y =7 que es com-
patible determinado ya que: 3 -3 =2 - 2. X+ =
. . . 1-3x
1. Despejamos y en la primera ecuacion: y = >

2. Sustituimos este valor en la segunda ecuacion:

7=2x+3-(]_23xj o 14=4x+3-9x & 5x=-11 & x=%

- 3x

3. Sustituimos en la ecuaciéon y = ! el valor de x que hemos encontrado:
11
g 1=3x _ 1_3'(_3] 5433 19

2 2 10 5

(=11 19
4. Sol = =
olucion ( 5 5)

J J I IJT I IJT I ITITIT

n Resuelve por el método de sustitucion los siguientes sistemas:
2x -3y = -
a) { x -3y =-14
X+y=13
Despejamos x en la segunda ecuacion, x= 13 — y. Sustituimos este valor en la
primera:
2x—3y=—14 & 2-(13-y)—-3y=—-14 & 20-5y=—-14 & y=86

Asix=13—-y=13-86=D5.Porlotanto la solucidn al sistema es: (5, &)

b) {4X+O,3y =16,9

0,5x -3y =-7

Multiplicamos la primera ecuacion por 10 y la segunda por 2, de modo que tenemos:

4x+0,3y=16,9 40x+3y =169

{O,5x—5y:—7 - {x—6y2—14

Despejamos x en la segunda ecuacion, x= 6y — 14. Sustituimos este valor en la
primera:

40 - (6y—14)+3y=169 < 240y— 560+ 3y=169 < 243y=729 < y=3

Asix=0y—14=6-3— 14 =4.Por tanto, la solucién al sistema es: (4, 3)

8 0 Sistemas de ecuaciones e inecuaciones



m La edad de un padre es hoy triple de la de su hijo. Dentro de 14 anos serd
el doble de la que entonces tenga su hijo. ¢Qué edad tiene actualmente
cada uno?

Denotamos por xe ylos afios que tienen actualmente el hijoy el padre, respectivamente.

Ao y=3x y=3x
si: —
ly+14=2-(x+14)  |-2x+y=14

Sustituimos la primera ecuacidn en la segunda: —2x + 3x=14 < x=14

De aqui concluimos que las edades del hijo y del padre son 14 y 42 afios,
respectivamente.

Método de reduccién

Consiste en multiplicar las ecuaciones dadas por nUmeros adecuados de modo que
los coeficientes de una de las incégnitas en ambas ecuaciones sean opuestos. Hecho
esto se suman las ecuaciones resultantes, con lo que se obtiene una ecuacién de
grado 1 con una incégnita.

3x+4y =7
8x -7y =1
compatible determinado puesto que 3 - (-7) # 4 - 8. Multiplicamos la primera ecuacion
por 8 y la segunda por -3 y las sumamos:

Ejemplo: Resolvamos por el método de reduccidn el sistema { que es

83y =83 = y=1

-8
3x+4y =7 7 [24x+32y =56 2
8x—-7y =1 "7 |-24x+2ly = -3

Obtenido el valor y = 1 lo remplazamos en una de las ecuaciones, por ejemplo la pri-
meraq, y resulfa 3x+4 -1 =7, asique x= 1.

J J J I I IJT T I

n Resuelve por el método de reduccidn los siguientes sistemas:

2x+y =7 0.2x +5y =7
5x -2y =4 0,3x+0,4y =3,4
-30
2x+y=7 -2 (4x+2y=14 0,2x+5y =7 — 6x+150y=210
- a

Bx—2y=4  |Bx—2y=4 0,3x+0,4y=3,4 "% —6x-8y=-68
Sumamos: Sumamos:
Ix=18=>x=2 142y=142 = y="1
Sustituimos en la primera Sustituimos en la primera
ecuacion: ecuacion:
2-2+y=7=y=3 02x+5-1=7=0,2x=2=x=10
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m En una fiesta hay 10 chicas mas que chicos y, tras llegar 5 chicas mas, el
nimero de chicas es el doble del de chicos. {Cudntas personas habia al
comenzar la fiesta?

Sean x el nimero de chicas al comenzar la fiesta e y el de chicos. Los datos del
x=y+10 {x—yz'lO

enunciado se traducen en el siguiente sistema:
x+5=2y -x+2y=5

Sumando las dos ecuaciones obtenemos y= 15, luego, x=y+ 10 = 25. Por tanto, al
comenzar la fiesta habia x+ y= 40 personas.

Método de igualacion

Consiste en despejar la misma incodgnita en las dos ecuaciones e igualar los resulta-
dos obtenidos. Conseguimos asi una ecuacion con una incogita.

2x + 3y = -1

3x-7y =10

El sistema es compatible determinado pues 2 - (-7) # 3 - 3. Despejamos una de las

—(1+3y)
2

Ejemplo: Resolvamos por el método de igualacion el sistema: {

incognitas, por ejemplo x, en ambas ecuaciones: x =
ambas expresiones se tiene:
-(1+3y) 10+7y
2 3

, X = Lt ; 7y. Igualondo

e -3(1+3y)=2(10+7y) & -3-9y =20+14y

Es decir, 23y = -23, luego, y = -1. Para hallar el valor de x sustituimos:

2 10+7y _10+7-(-D _

]
3 3

T J J J I T I T I

m Resuelve por el método de igualacion los siguientes sistemas:

_ _9-5y
a) X-5y=-8 . x=5y-8 b) 3x+5y =9 =73
3x+y =10 x:ﬂ 2x+3y =6 _6—5y
3 X= 2
Igualando ambas expresiones: Igualando ambas expresiones:
5y-8=Y"19 15, _24=y-10 9-5y_06-3y ,
3 3 2
S 14y=14 & y=1 16-10y=16-9y < y=0
Para hallar el valor de x Para hallar el valor de x
sustituimos: sustituimos:
9-5 -5.
x=5y-6=5-1-86=-3 X= 5y29 §O=3
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m Una madre tiene 25 anos mds que su hijo, y dentro de 20 anos la edad de

T J J J T I T T

la madre serd doble que la del hijo. {Cudnto suman las edades actuales
de madre e hijo?

Si x e y son las edades actuales de la madre y del hijo medidas en afios se tiene:

X:y+25 x:y+25
=
x+20=2(y+20) |x=2y+20

Porigualacién, y+ 25 =2y+ 20 = y=25 - 20 =5, mientras que x=y+ 25 = 30.

Asi, las edades actuales del hijo y su madre son 5y 30 afios, cuya suma es 35 afios.

Algunos sistemas de dos ecuaciones de grado mayor que uno y con dos incognitas
son tratables por procedimientos muy elementales.

x-y=10
Ejemplo: { ) 4 2_ o Sustituyendo el valor y = % en la segunda ecuacion queda:
X

2
Xz_(%) :21:>x2_%0_21:0:>x4—21x2-100=0

Resolvemos la ecuacion bicuadrada:

2= 21++/2P +400 21+29 o5
= > o
p 10 10
De aqui se deduce que x = +/25 = 45, y, por tanto: y = = - @ =12

m Calcula las edades de Alvaro e Irene sabiendo que su producto es

28 anos, que la suma de los cuadrados de sus edades es 65 anos y que
Alvaro es el mayor.

Sean x e ylas edades, expresadas en afios, de Alvaro e Irene respectivamente.
Entonces:

xy=286 = (x+y)2=x2+y2+2xy:65+56:121:>x+y:’l’I
x*+y?*=65 = (x—y)2=x2+y2—2xy:65—56:9=>x—y=5

x+y=11 1222

Debemos resolver el sistema: 3 = 2x=14 = x=7
X—y=

Por dltimo: y=11-x=11-7=4

Sus edades son, por tanto, 4 y 7 afios.

Sistemas de ecuaciones e inecuaciones 83



7.3. Resolucién gréfica de sistemas de ecuaciones

H El método grafico para la resolucién de un sistema lineal de dos ecuaciones con dos
{chx +by = ¢,

incégnitas, (S): X+ by = G
2 2) T %2

, consiste en representar las rectas de ecuaciones

n=oXx+byy=cyrn=ax+ by=c, Yy estudiar qué puntos comparten.

Pueden darse tres casos:

m Silasrectas r, y r, se cortan en un punto (X, y,). dicho punto es la solucion del sistema.

m Silas rectas r, y r, son paralelas, enfonces el sistema es incompatible.

m Silas rectas r, y r, son coincidentes, entonces el sistema es compatible indetermi-
nado y las soluciones son todos los puntos de la recta.

Ejemplos:

Al representar las dos rectas obser-
X-2y=-4  yamos que estas se cortan en el
X+y=-1 punto (-2, 1), que es, por tanto, la
solucién al sistema.

Las rectas dibujadas son parale-
2x+3y =7 as, luego no comparten ningdn
2x+3y =-1 punto. Por tanto, el sistema es

incompatible: no tiene solucion.

Las dos ecuaciones son equivo-
lentes pues la segunda es el triple
de la primera. Por ello al represen-

2x+y =3  tarlas observamos que se trata de

6x+3y =9 la misma recta. Por tanto, el siste-
ma tiene infinitas soluciones, ya
que cualquier punto de dicha rec-
ta es solucién del sistema.

J J J J I I I T IT T I T IJTITITITITITITITIT
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m Decide graficamente la naturaleza de los siguientes

sistemas de ecuaciones y encuentra sus soluciones

cuando las tengan:

a){

=7

xX+y=1
2X + 2y

,O). Al

7
2

|

dibujar las rectas se observa que son paralelas,

luego el sistema es incompatible.

b){

7
E)yaz =

.

0), mientras que la segunda

La primera de estas rectas pasa por los puntos

1
%
)
A\ S
Il b
[\ =
O o
> 0
~ b
AR
s O
S
3

Il )
S

2O o

X+y=1
X+2y =4

La segunda de las rectas de este sistema, que

(0, 2)

(2, 1). Observamos que las rectas se cortan

llamamos |, es la que une los puntos M,

yM,

Unica

(=2, 3), que es, por tanto, la i

solucién de este sistema.

en el punto P

Solucion: (-1,5, 2,5)

Solucién: (1,—-1)
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7.4. Resolucion de sistemas de inecuaciones

de primer grado

Semiplanos

tfales que ax + by > ¢ 0 ax + by < ¢ son los semiplanos
cerrados definidos por r, y los conjuntos de puntos
tfales que ax + by > ¢ 0 ax + by < ¢ son los semiplanos
abiertos definidos por r. Los primeros contfienen a la
recta r, y los segundos no la cortan.

Ejemplo: En la figura ilustramos el caso en que la recta
res 2x + y = 3. Para decidir cudl de los dos semiplanos
en que r descompone al plano es o: 2x + y > 3 basta
fomar un punto cualquiera del plano que no pertenez-
ca a r, por ejemplo el punto de coordenadas P= (2, 2),
y comprobar si estd o no en el semiplano o. En este
caso 2 -2+ 2=623, luego ¢ es el semiplano que con-
fiene a P.

PSS S b o

Dados los nimeros reales a, b y ¢ tales que (a, b) # (0, 0), el conjunto de puntos (x, V)
del plano tales que ax + by = ¢ es una recta, que llamamos r. Los conjunTos de pun’ros

m Sombrea el semiplano cerrado c: x — 2y > 3. ;Contiene al punto P= (2, 1)?

Dibujamos larecta r: x— 2y= 3. Al sustituir las
coordenadas del punto P en la inecuacion,
observamos que 2 —2-1=0<3, luego el
semiplano G es, de los dos en que rdivide al

plano, el que no contiene a P.

Q=(-2,2yR=(-13)?

Dibujamos la recta r: x— 2y =—6. Al sustituir las
coordenadas del punto P en la inecuacion,
observamos que 2 — 2 - 1 =0 >—6 luego, de los
dos semiplanos en que rdivide al plano, ¢ es el que
contiene a P. Como Q € ry el semiplano G es
abierto, entonces Q ¢ G.

Por ultimo, R ¢ © pues:

(-1)-2-3=-7<-6

g
b Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

Representa el semiplano ¢: x — 2y > -6. {Contiene a los puntos P =

fffffffffffffffffffffff

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

(2, 1),




Un sistema de inecuaciones de primer grado es un conjunto de inecuaciones de pri-

5
X

mer grado. La solucién de un sistema de inecuaciones estd formada por los puntos

del plano obtenida como interseccidn de las regiones solucién de cada

una de las inecuaciones que constituyen el sistema.

on

de la regqi

representaremos las regiones del plano

X+2y >3
x—y<0

N de cada una de las inecuaciones que lo constituyen.

I'\ Ejemplo: Para resolver el sistema

o)

k que son soluci

o
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i i i i i > i
N e
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Solucién de la inecuacion x + 2y > 3

La solucidn al sistema es la regi

riores.

m Representa la solucién de los siguientes sistemas de inecuaciones:

X+y<7

[ ond
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P Problemas

m En un ndmero de dos cifras, el digito de las decenas es el triple que el de las

unidades. Ademads, si se invierte el orden de las cifras obtenemos un nimero
18 unidades menor. ;Cudl es el nUmero original?

Denotamos por x e y las cifras de las decenas y las unidades respectivamente.
Entonces:

x=3y x=3y x=3y
= =
10x+y=10y+x+186 I%x—9y =156 x—y=2

Resolvemos el sistema por el método de sustitucion, de modo que:

x=3y

=1
x—y=2 = 3y—y:2:>2y=2:>y:1;x=3yy:>x=3

En consecuencia, el nimero de partida es 31.

Leia y Chewbacca juegan una partida de ajedrez. El tiempo que emplea Leia
en los primeros 14 movimientos es triple que el empleado por Chewbacca,
mientras que en los restantes movimientos ambos emplearon 35 minutos.

Sabiendo que el tiempo utilizado por Chewbacca en el total de la partida
es 3/4 partes del utilizado por Leia, calcula el tiempo empleado por cada
jugador.

Denotamos x e y el tiempo, expresado en minutos, empleado por Leia y Chewbacca en
ejecutar los primeros 14 movimientos, respectivamente.

m El tiempo que emplea Leia en los primeros 14 movimientos es triple que el empleado
por Chewbacca, esto es: x= 3y

B En el total de la partida Leia gasta x+ 35 min, y Chewbacca y + 35 min.

m El tiempo utilizado por Chewbacca en el total de la partida es % partes del utilizado

3:(x+35) . decir: 4y+140="3x+105

por Leia, porlo que y +35 = 2

En consecuencia, x e y son solucion del sistema de ecuaciones:
xmoy=0 XZByS 3y—4y=35 = 5y=35 = 7
:> . —_ = = =
Sx—4y=235 S Y Y

Por tanto, Chewbacca emplea: y+ 35 =7 + 35 = 42 min, mientras que Leia necesita:

x+35=3y+35=21+35=56 min
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Problemas &

m La edad de una madre es el cuadrado de la de su hijo, y ambas suman 30 anos.
¢ Qué edad tiene cada uno?

Si el hijo tiene x afios y la madre tiene y afios su suma es x+ y= 30.
{x +y=30

z 2 .
Ademas y=x" esto es, se trata de resolver el sistema: )
y=X

Por sustitucion:

00 1tV T 4430 _ 1411 _g

2 — = =
XxX“+x—-30=0 = x > >

Por otro lado, y = x* = 25 luego las edades del hijo y de la madre son 5 y 25 afios,
respectivamente.

m Pedro va a la ferreteria con 7 € y quiere comprar tornillos y tuercas.
La caja de tornillos cuesta 1 € mientras que el precio de la de tuercas es de 2 €.
Pedro quiere que el triple del nUmero de cajas de tuercas exceda al doble del
nUmero de cajas de tornillos. {Cudntas cajas de cada tipo comprard sabiendo
que lleva mds de una caja de cada tipo?

Denotamos por x e y el nimero de cajas de tornillos y tuercas, respectivamente, que
compra Pedro. Como solo lleva 7 € ha de ser x+ 2y<7.

Por otro lado como el triple del nimero de cajas de tuercas excede al doble del nimero
de cajas de tornillos, debe ser 2x < 3y.

Ademas, debe llevar mas de una caja de cada tipo, estoes, x>1ey> 1.

x+2y<7
) ) 2x<3y
Representamos la region que es solucidn del sistema 1
y observamos que el tinico punto de coordenadas x>
enteras de dicha regién es (2, 2). y>1

Luego Pedro ha de comprar dos cajas de tornillos y dos cajas de tuercas.
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1 Calcula los nimeros reales ay b sabiendo que ninguno de los dos
3x+2y =1 _{x+by=1

sistemas siguientes es compatible: {

bx +(a+1)y=3" |3x+ay =3

Como los sistemas no son compatibles se tiene 3 - (a+1)=2by a= 3b, por lo que se
da-2b=-3

trata de resolver el siguiente sistema en las incognitas ay b: { b
a=

Lo resolvemos por el método de sustitucion:

3.(3b)—2b=-3 = Tb=-3 = b=§ = a=3b=§
H 2 e - X+y=2
(2 Resuelve mediante el método de reduccidn el sistema: 9 .
X -2y =
x+y=2 x+y=2 124 22 -5
e = 3By=-5>=>y=—"
{x—2y=7 — {—x+2y=—7 Y Y73
x+y=2 _2> 2x+2y=4 1a+253 1 1
e = e = —
x—2y=7 x—2y=7 X Y73

3 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

X+y =22
a) 2 2
X“—y-=288

Despejamos x en la primera ecuacion x= 22 — y, y sustituimos el valor obtenido en
la segunda:

(22-y)? -y’ =88 < 484 +y' —44y— =88 < 396=44y < y=9
Calculamos el valor de la otra incognita: x=22 —y=22-9=13
y=x°
b
) {x2+y2 =20

En la primera ecuacidn ya tenemos la incégnita y despejada. Al sustituirla enla
segunda se tiene una ecuacion bicuadrada:

x%>0 _
(2220 & x*+x%-20=0 & x*=_1+V1+80 V21+50=4 o x=12

Sustituimos en la primera ecuacién para hallar el valor de y=x* = (+2)% = 4.

Las soluciones del sistema son (2,4)y (-2, 4).
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(4 Decide graficamente la naturaleza de los siguientes
sistemas de ecuaciones y encuentra sus soluciones
cuando las tengan:

x-y=0
a){x—y=1

La primera de las rectas del sistema, que llamamos r,
pasa por los puntos 0=(0,0)y P=(1,1),yla
segunda, que llamamos s, pasa por Q, =(0,—-1)

y @, =(1, 0). Se observa que son rectas paralelas,
luego este sistema es incompatible.

x-y=0
b>{x+y=0

La segunda de las rectas de este sistema, que
llamamos I, une O con M=(1,—-1)ycortaarenel
origen de coordenadas. Se trata, por tanto, de un
sistema compatible determinado cuya tinica solucién
es x=0,y=0.

X+y=1
2X+2y =2

Ambas rectas pasa por los puntos P, =(1,0)y
P,=(0, 1), luego el tercer sistema es compatible
indeterminado.

(5 Sombrea el semiplano ¢: x + 2y <3
y decide si contiene al punto P= (0, 1).
¢Contiene ¢ al punto @ = (-1, 2)?

Larectar: x+ 2y= 3 pasa por los puntos P, =(3,0) y
P,=(1,1). Al sustituir las coordenadas de Pen la L
ecuaciondersetiener:0+2-1=2<3,luegoelpuntoP . . -2 . . . .
pertenece al semiplano G, que, también contieneal punto®@, 1+ | 13 | | | |
pues este pertenece a r. L R
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‘Semejcmza

8.1. Teorema de Tales. Semejanza de triGngulos

Si dos rectas paralelas cortan a dos rectas ry s que se cortan en
un punto O, los segmentos determinados por las paralelas en r
son proporcionales a los segmentos determinados por las paro-

Il‘ lelas en s:
I\ OA _ OB _ AB
k OCA” OB AP
P OA AA
Ad , I == .
I_‘ emas, se cumple que OB BB’
n Calcula el valor de las longitudes x e y de la figura. 5 X
10
x_25 Yy 5 1 25
L === =1 ,9; = - =1
5-10 X~ 12%357 7055 3 Y= 10 ”

n Utiliza el Teorema de Tales, una regla y un compds para determinar

. 31
en la recta r el numero 7.

Como 31 =4+ % se trata de dividir

el segmlnto de extremos 4y 5 en 7
partes iguales y tomar 3. Para ello
trazamos una semirrecta auxiliar s
que corta a ren el punto 4, a partir
del cual llevamos con un compas
sobre la semirrecta s siete
segmentos de igual longitud. Sean
P,, ..., P;los extremos de dichos
segmentos y tlarecta que une P, con 5. Por el teorema de Tales el punto en que se

cortan ry la paralela a t que pasa por P es ﬂ.

7

n Dos estacas clavadas en el suelo miden 4y 6 m, i
y en cierto instante sus sombras estan alineadas
y sus extremos coinciden. Si la sombra de la estaca
menor mide 2,5 m, ¢{qué distancia hay entre las bases . »
de las estacas?

Calculamos primero la sombra BO de la estaca mayor:

BO _6 15 . :
== =—= : B A 25 0
25 4 = BO 4 Por lo que la distancia BA entre las bases es
BA=B0O- A0 2 2-2 1,25 m
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Sab Dol ab S a e S ud

TriGngulos semejantes. Dos fringulos de vértices AABC - c

y AA'B’C’, en ese orden, se dicen semejantes si se cum-
plen las igualdades: . ”

AB AC _ BC
A'B AC  BC

Este cociente comun se llama razén de semejanza.

En tal caso los dngulos de ambos triGngulos son iguales dos a dos: A=A, B=PF y
Cc=0c

El Teorema de Tales se puede reformular diciendo que, c
dados un tridngulo AABC y dos puntos D y E situados

en los lados AB y AC respectivamente, los tfringulos

AABC y AADE son semejantes si y sdlo si los segmentos

BCy ED son paralelos.

Criterios de semejanza de tridngulos. Consideremos

dos tridngulos AABCy AA'B’C’. f— A
mSi A=A y B = B, enfonces los friGngulos son seme-
jantes.
.~~~ AB _ AC 2 .
mSi A=A =——, entonces los tridngulos son semejantes.
! Y ap T AC e )

n Los lados de un triGngulo miden 2, 3 y 4 cm. {Cudnto miden los lados

de un tringulo semejante al anterior sabiendo que su lado mas largo
mide 12 cm?

El lado mas largo del segundo triangulo es 3 veces mayor que el lado mas largo del
primer tridngulo, por lo que lo mismo sucede con los otros dos lados.

Por tanto, basta con multiplicar por 3 los lados del triangulo original. Los lados
del segundo triangulo miden 6,9y 12 cm.

n Dos angulos de un triGngulo miden 25° y 85° y otros dos dangulos

de otro tridngulo miden 25° y 70° ;Son semejantes ambos triGngulos?

El otro angulo del primer triangulo mide:
1860° — (25°+ 865°) = 70°
Mientras que el otro angulo del segundo triangulo mide:
180° — (25°+ 70°) = 85°

Luego los dos tridngulos tienen los mismos angulos y, por tanto, son semejantes.
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8.2. Relacién entre los perimetros, dreas y volimenes

TSI

de figuras semejantes

Poligonos semejantes. Dos poligonos con n vérti-
ces, A, ... A,y By, .... B, son semejantes si sus dngu-
los son iguales dos a dos, o sea, A =8, ....A, =B, v.
ademads, sus lados son proporcionales:

Ady _AA AA_AA L

BB, BB, B..B, BB

m Este cociente comudn, r, se lloma razén de seme-
janza de ambos poligonos.

m Sedice que A A, ..., A, A, AA sonlados homélogos a los lados BB,, ..., B, ;B,.B,B.

En el caso del fridngulo la igualdad, dos a dos, de los dngulos, es una condicion que
se deduce de la proporcionalidad de las longitudes de sus lados, pero esto no es cier-
to sin> 3.

n Los lados de un pentdgono miden 4, 5, 6, 8 y 10 cm. ¢(Cudnto mide el

perimetro de otro pentdgono semejante con razén de semejanza 5 y uno
de cuyos lados mide 30 cm?

Los lados del segundo pentagono son mas largos que los del primero, pues el lado
mayor de éste mide 10 cm y uno de los lados del segundo mide 30 cm. Por tanto, las
longitudes de los lados del segundo pentagono miden 5 veces mas que los del primero,
esto es, miden 20, 25, 30,40 y 50 cm, asi que su perimetro mide:

p=20+25+30+40+50=165cm

n Indica cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles son

falsas:

a) Dos cuadrados cualesquiera son semejantes.

Verdadera, pues los cuatro angulos de un cuadrado son rectos. Silos lados del primer

. . ) a
cuadrado miden ay los del segundo b, los cocientes de lados homélogos valen b

b) Dos rombos cualesquiera son semejantes.

Falsa. Silos lados de un rombo miden ay los del segundo miden b, los cocientes de
. ) a a. .
longitudes de lados homélogos valen b Sin embargo, si uno de los rombos es un

cuadrado y el otro no, los angulos del primero no son iguales a los del segundo.

c) Existen cuadrilateros no semejantes que comparten sus dngulos.

Verdadera; basta considerar dos rectangulos, uno cuadrado y el otro no.
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La razén entre las dreas de dos figuras semejantes es igual al cuadrado de la razén
de semejanza.

La razén entre los volimenes de dos figuras semejantes es igual al cubo de la razén
de semejanza.

Es decir, si la razon de semejanza entre dos figuras es k, la razdén entre sus areas es k?
L y la razén entre sus volimenes es k°.

n ¢Cudnto vale el cociente de las areas de dos triangulos equilateros si el
perimetro del primero mide 24 cm y el del segundo mide 4 cm?

Dos triangulos equilateros son semejantes. La razén de semejanza de ambos

iy 24 . .
triangulos es r= %" 6, luego el cociente de sus dreas es r° = 36.

n ¢Cudl es la razén de semejanza de dos pentdgonos cuyas areas miden
20 cm?y 4 cm??

La razén de semejanza r cumple que r” = % =5 luego r=+/5.

m En la figura siguiente, los dos octégonos son regulares y
con sus lados respectivamente paralelos. Calcula la
razén entre el area del octogono menor y el mayor.

Los dos octégonos son semejantes y la razon de semejanza r

_a _1 , , 2 1
cumple que r= 2,2 luego la razon entre sus areas es r” = 7
a

~2a—

n Partimos de un cubo cuyas aristas miden 2 cm y construimos otro
semejante al primero aumentando 1 cm cada una de sus aristas ¢En
cudnto aumenta su volumen?

Por este procedimiento hemos construido un cubo semejante al primero de modo

. . : 3 .
que el cociente de las longitudes de las aristas es r=—_. Por tanto, el cociente

. 27 o
de los volimenes de ambos cubos es r° = <L, Como el volumen inicial es 2° = 8 cm®,
&

el del segundo cubo es (ﬂ) -&=127 cm®, por lo que el volumen ha aumentado

A

m La pirdmide de la figura se corta con un plano paralelo
a la base por el punto medio de la altura de la pirdmide.
Calcula la relacién que existe entre los volimenes de la
pirdmide original y la pirdmide semejante a la original
que resulta tras el corte.

La razon de semejanza entre las aristas de ambas piramides es 2,
luego el volumen de la piramide mayor es & = 2%veces el dela
menor.
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9

8.3. Teorema de Pitdgoras. Teorema del cateto
y de la altura

k Sean A, By Clos vértices de un fringulo y a, by ¢ las longitudes de
los lados opuestos. Entonces, el fridngulo BAC: A

esrectdngulo en A & o® = b? + &

tos.

I-‘ El lado mas largo se llama hipotenusa y los ofros dos son los cate-

m Completa los datos de la siguiente tabla, que recoge las longitudes de los
lados de ciertos triGngulos rectangulos.

a: hipotenusa b: un cateto c: otro cateto

17 cm 8 cm J17% -8 =225 =15 cm
21 +20* =29 ¢m 21 cm 20 cm

37 cm W:M:55cm 12cm

m ¢Son semejantes dos triGngulos rectangulos cuyas hipotenusas miden 17
y 34 cm respectivamente, y de los que se conocen las longitudes de uno
de sus catetos: 8 cm la del primero y 30 cm la del segundo?

Los catetos restantes miden\/17% —8% =15 cmy~/ 34> —30? =16 cm, luego los

tridangulos son semejantes con razén de semejanza 1, yaque 17 _15_8
2 34 30 16

m El perimetro de un tridngulo rectangulo es de 30 cm y uno de los catetos

mide 12 cm. {Cudnto miden el otro cateto y la hipotenusa?

La diferencia entre el perimetro y la longitud del cateto conocido es
30 — 12 =186 cmluego si la longitud del otro cateto es x, la de la
hipotenusa es 18 — x. Por el teorema de Pitagoras,

1224+ =(186-x)°=324-36x+x = 36x=180 = x=5¢cm

y la hipotenusa mide 16 -5=13 cm.

v
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Las longitudes a, by ¢ de los lados de un tridngulo A permiten decidir si es acutdngu-
lo, esto es, que sus tres dngulos son agudos, u obtusangulo, es decir, que alguno de
sus angulos es obtuso. Si by ¢ son menores o iguales que a se fiene:

| A es acutdngulo & o> < b’ + ¢ y A es obtusdngulo & o > b” + ¢

m Las longitudes de los lados de tres tringulos se indican a continuacion.
Indica cudl de ellos es rectangulo, cudl es acutangulo y cudl es
obtusangulo.

a) a=37cm, b=35cm, c=12cm.
Como 37°=1369=1225+ 144 =357 +12? — Eltridngulo es rectangulo.

b) a=14cm, b=13cm, c=12cm.
Como 14°=196<169 + 144 =137 +12% — Eltridngulo es acutangulo.

c) a=7cm, b=4cm,c=4cm.
Como 7°=49>16+16=4"+4" — Eltridngulo es obtusangulo.

Sean g, by clas longitudes de los lados de un triangulo rectdngulo en A, y sean my
n las longitudes de las proyecciones sobre la hipotenusa de ambos catetos. Entfonces:

l‘ Teorema del cateto: Teorema de la altura:

I.‘ c=a-n bP=a-m

m Los catetos de un triGngulo rectangulo miden 124 cm y 93 cm,
respectivamente. Halla la longitud de la hipotenusa, la de las proyecciones
de los catetos sobre ella y la de la altura sobre dicha hipotenusa.

h>=n-m

Seanb=124y c=93 las longitudes, en cm, de los catetos. Entonces, por el Teorema
de Pitagoras, la longitud de la hipotenusa es:

a=~b2+c2 =/1242+932 = /24 025 =155 cm

Sean my nlas longitudes, en cm, de las proyecciones de ambos catetos sobre la
hipotenusa y hla de la altura. Entonces:

_b® 1247 496 _ _c®_93% 279
m==" == =99,2¢cm n="=15= 5 =55,8cm
b= |496 279 _B72_,, ,

5 5 5
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P Problemas

m En cierto instante las sombras de dos edificios estén
alineadas y los extremos de las mismas coinciden. ¢{Cudnto
mide el edificio mayor si la distancia entre los pies de los X
edificios es 15 m y la altura del edificio menor y su sombra 40m
miden 40 y 30 m, respectivamente?

Con las notaciones de la figura, y por el teorema de Tales, 15m 30m

% = 3071:15 = x= 4—;5 = x =60, luego x=60 m es la altura del edificio mayor.

m ¢Cudnto miden las diagonales de las bases
de estas pirdmides? (Y sus aristas laterales?
¢Son semejantes las caras laterales de las
pirdmides? En caso afirmativo, ¢cudl es la
razdén de semejanza? ;Cudl es el cociente
de sus volumenes?

Con las notaciones de la figura se tiene:

20m
224+2°=(22 5 8=4z"=z=/2 y 20°+20°=(2x)° = 800 = 4x* = x =10/2

luego las diagonales miden d,=2z=2/2m y d,=2x= 202 m.

Aplicamos de nuevo el Teorema de Pitagoras, para obtener la longitud de las aristas:

t=32 42" =32 +(V2) =11 me y=/30"+x* =\/302+(1o\/§)2 =10/11m

Por tanto, las caras laterales de ambas piramides, son semejantes pues son

triangulos isésceles y cumplen que y_10v11_ 10= 20 , ¥ la razén de semejanza
_ t V11 2
esr=10.
Los voliimenes de ambas piramides y su cociente son:
_ 2_30_ _ 2.2_ V0|1_ _ .3
Vol, =20 = =4000 y Vol,=2 3 —4:>—VOI2 =1000=r

m Calcula las longitudes de los lados de un triingulo rectdngulo, expresadas
en cm, sabiendo que la hipotenusa mide 2 cm mas que el cateto mayor
y éste mide una unidad menos que el triple del cateto menor.

Llamamos x a la longitud del cateto menor. La del cateto mayores 3x—1,yladela
hipotenusa mide 3x+ 1. Por el Teorema de Pitagoras:

(Bx+1)°=3x—1)’+xX¥ =>x-12x=0=x(x—12)=0

Como x# O se deduce que x= 12 cm, luego el otro cateto mide 35 cmy la hipotenusa
37 cm.
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Problemas &

¢Son paralelas las rectas ry s de la figura?

Silas rectas ry s fuesen paralelas se cumpliria, por el r

. 25+3_2 3 J
teorema de Tales, la igualdad ’T =3 que es falsa, luego ~ IS
ry sho son paralelas. 7 55am 7 3em

En cada uno de los segmentos que unen el centro de un
pentagono regular, cuyos lados miden 6 cm, con sus
vértices seleccionamos el punto medio. ;Cudnto mide el

perimetro del nuevo pentdgono? 4»

Los triangulos OABy ODC son semejantes pues son vv
isésceles y comparten el angulo desigual. La razén de

semejanza es % =2.Porello, AB=2DC= DC= % =3cm

y el perimetro del nuevo pentagonoes 3-5=15cm. A 6.cm B

¢ Cudl es la razén de semejanza de dos cubos de volimenes 27000 cm?®
y 1000 cm?3?

5_ 27000

La razon de semejanza r cumple que r” = 1000 27,luego r=<27 = 3.

¢Cudnto mide el drea del tridngulo equilatero cuyo lado mide I cm?

Por el Teorema de Pitagoras, la altura del
triangulo equilatero mide:

/ / / a a:\/lz_(i)zz B_F:@cm

2 4 2

Y, por tanto, su area es:

I / _1Bl12 /3P 2
2 S= > =2 cm

¢Cudntos kg de pintura debemos comprar para pintar una pirdmide cuyas caras
laterales son triGingulos equildteros y cuya base es un cuadrado de lado 2 m, si se
necesitan 3 kg de pintura por cada m? y no es necesario pintar el suelo de la
misma?

NETE
Hemos visto que el area del triangulo equilatero de lado les S, = —%
2
luego el area de cada cara lateral de la piramide es S, = 527 _ NEY

4
y por tanto el area lateral de la piramide es 5=45, = 4.3 m?,

En consecuencia, necesitamos comprar 3 4/3=12/3=20,79 kg de pintura.
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"

Halla las longitudes de los lados de un triGngulo cuyo perimetro mide
75 cm y que es semejante a otro cuyos lados miden 7, 8 y 10 cm.

El perimetro del segundo tridngulo mide 7 + &+ 10 = 25 cm, por lo que la razén

de semejanza de ambos triangulos es r = 75 _ 3.

25

Luego las longitudes de los lados del primer trianguloson 3 - 7=21cm, 3 - =24 cm
y3-10=30cm.

Divide en tres partes iguales el sesgmento dado AB empleando una regla
y un compads.

Trazamos una semirrecta auxiliar s que
corta en A al segmento dado. Mediante un
compas llevamos desde A sobre s tres
segmentos de igual longitud, cuyos
extremos denotamos P,, P, y Ps.

Las rectas que pasan por P,y P, y son
paralelas a la que une P5 con B cortan al r
segmento dado en dos puntos A, y A,
dividiéndolo, por el teorema de Tales,

en tres partes de igual longitud.

Indica cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas
y cudles falsas:

a) Todos los tridngulos isésceles son semejantes.

Esta afirmacion es falsa. Basta tomar un tridangulo cuyos angulos miden 20°, 20°
y 140°, y otro cuyos angulos miden 30°, 30°y 120°.

b) Todos los tridngulos equiléteros son semejantes.

Esta afirmacidn es cierta, ya que los angulos de cualquier triangulo equilatero
miden 60°.

c) Dos tridngulos rectdngulos que tienen un dngulo de 60° son semejantes.

También esta afirmacion es cierta ya que los otros dos angulos de cualquier
tridngulo rectangulo que tiene un dngulo de 60° miden 90° y 30°.
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{4 ;Cudnto mide el perimetro de un triGngulo recténgulo isésceles inscrito
en una circunferencia de radio 10 cm?

B La hipotenusa es un didmetro de la circunferencia, luego mide 20 cm.
Los catetos miden lo mismo, digamos x cm, pues el triangulo es
10 isdésceles y, por el Teorema de Pitagoras,
A C
100 0 2x*=20%= 400 = x* =200 = x =/200 =10-/2 cm

Por tanto, el perimetro del triangulo es:

p=2x+20=20/2+20=20(1+/2) cm.

(5 Halla las longitudes de los catetos de un
triangulo rectangulo y de su altura sobre la

hipotenusa, sabiendo que ésta divide a la 2 h| \
hipotenusa en dos segmentos que miden 3
Y12 cm. B 12cm 3cm ¢

Por el Teorema de la altura,
=3 -12=36,

luego la altura sobre la hipotenusa mide h=6 cm. Como la hipotenusa mide
a=12+3=15cm, por el Teorema del cateto,

*=12a=180y b’ =3a=45, despejando, tenemos que:

c=6~/5 cm
b=3'5 cm

6 ¢Cudnto mide la altura de un prisma de base rectangular sabiendo
que los lados de la base miden 5y 12 cm y la diagonal del prisma
mide 18 cm?

Por el Teorema de Pitagoras, la longitud de la diagonal del
rectangulo de la base es d =/12* +5* =13 cm, por lo h 8cm
que la altura del prisma es h=+/18% —13* =/155 cm.

d 5cm
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‘Longiiudes, areas y volimenes

9.1. Perimetros y areas de figuras planas
El triGngulo

Se llama perimetro del tridngulo a la suma de las longitudes de sus tres lados.

Se llaman alturas del tridngulo a los segmentos de extremos un
vértice y el pie de la perpendicular desde dicho vértice al lado
opuesto. El area S del tridngulo es igual a la mitad del producto
de la longitud de un lado por la altura sobre el mismo:

_BC-h, _AC-h, AB-h,

S 2 2 2

T J

La suma de los édngulos de un tridngulo siempre es 180°.

n ¢Qué relacién existe entre las alturas de un triangulo, h, y h,, sobre
sus lados BC y AC, respectivamente, sabiendo que AC = 2BC?

El drea Sdel triangulo cumple que:

BC-hy _ 5 _AC-hy
2 7 2

C
n Los triGngulos ABC y ABD tienen sus vértices sobre a .
dos rectas paralelas ry s, tal y como muestra la M
| s

figura. Compara el valor de sus dareas.

h, AC
:>Bc'h1:AC'h2:"é:B_C:zZ”HZth

A B
Elvalor del area de los dos triangulos es el mismo, pues ambos comparten el lado AB,

y la altura del triangulo sobre dicho lado es, en ambos casos, la distancia entre
las rectas ry s.

¢Cuadntos dngulos obtusos puede tener un triGngulo?

Un triangulo puede tener como maximo un angulo obtuso. Si un triangulo tuviese mas
de un angulo obtuso entonces la suma de sus angulos seria mayor que 180°.

Calcula el area y el perimetro de un tridngulo isésceles cuyos lados

iguales miden 6 cm y cuyo lado desigual mide 4 cm. -

El perimetro mide 6 + 6 + 4 = 16 cm. Ademas, aplicando el Teorema de
Pitagoras al triangulo rectangulo de la figura, la altura h sobre el lado AB

cumple W = 6% — 22 =32 cm?, luego el area del trisngulo es: 6cm
s=4."_2n-2/32 =82 cm?
2 A 2cm B
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Cuadrilateros

Un cuadrildtero es un poligono de 4 lados. Su perimetro es la suma de las longitudes
de sus cuatro lados. La suma de los dngulos de un cuadrilétero es 360°.

Dentro de los cuadriléteros, caben destacar los paralelogramos, esto es, cuadrilate-
ros cuyos lados son paralelos dos a dos; los rectdngulos y los cuadrados son parale-
logramos, pero no son los Unicos. El rombo es el paralelogramo cuyos cuatro lados
miden lo mismo, pero no tiene todos sus dngulos iguales. Un romboide es un paralelo-
gramo que no es ni rectangulo, ni rombo, es decir, sus lados son diferentes dos a dos,
y sus dngulos también.

ST J

El area del paralelogramo de base By altura sobre esa base hes: S=B- h.

n Halla el valor de cada uno de los . g s
dangulos del siguiente romboide. = O}/

20° o

Como los lados del paralelogramo son A B

paralelos dos a dos, § = 20°. Por otro lado la suma de los cuatro angulos es 360°, es
decir, 360° =20+ 2 - 20° luego o = 180° — 20° = 160°.

n Calcula el perimetro y el area de la siguiente figura. A 2em D

Dividimos la figura en un rectangulo y un triangulo

3cm
rectangulo, para lo cual consideramos el punto que divide a
A2cm D la base BC en dos segmentos de ¢
s . . B 6cm C
. 2y 4 cm, respectivamente.
3cm X Aplicamos el teorema de Pitagoras para calcular la longitud
' x del segmento DC:
B 2cmE  4cm  C x*=3%+4%=25,luego x=5 cm

Por tanto, el perimetro de la figuraes 2 + 3+ 6+ x=16 cm.

Por otro lado, el area de la figura es la suma del area del rectangulo de vértices A, B, E

=6 cm?.

yD.quemide 2 -3=6 cm?y el drea del triangulo rectangulo ECD que es

2

Asi, el 4rea de la figuraes 6 + 6 = 12 cm®.

n Calcula el area de un rombo cuyas diagonales miden
6y 8cm.

Sean A, B, Cy Dlos vértices del rombo y M el punto en que se
cortan las diagonales, como en la figura. El drea S del rombo

es cuatro veces la del triangulo rectangulo AMB. Como AMy MB
miden la mitad que las diagonales, es decir, 3 y 4 cm, resulta:

MB - AM
2

5:4( ):ZBM-AM:2-5-4:24cm2
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El trapecio

Un trapecio es un cuadrildtero con dos lados paralelos. Las longitudes de los lados
paralelos se llaman bases del frapecio, y la distancia entre los lados paralelos se
llama altura del trapecio.

Calculemos el érea del frapecio de vértices A, B, Cy D de la figura, cuyas bases son

ay b. El drea del rectdngulo de vértices A, B Ny Mes ¢ M b N D
S, = ah, y la suma de las areas de los triangulos AMC y BDN
es: S, = CM-E+ND-D=h- (CM+ND)=h- (b—o), por lo
2 2 2 2 h
que el drea S del trapecio es:
S—ah+h. L=9D_} b+ :
2 2 A B

S J J J T T

n Calcular el érea del trapecio de la figura sabiendo ocm
que los segmentos DE y FC tienen la misma longitud. s
am
La longitud del segmento DE es 1 22_ 6 _zcm.
12cm

La altura, h, del trapecio es la longitud del segmento AE.
Para calcularla empleamos el teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo AED.

Asi h=~/5%2—-3% =4 cm. Y el 4rea del trapecioes S5=4 - @ =36 cm>.

n Calcula el drea de un trapecio de altura 6 cuyas bases miden 8 y 11 cm.

Aplicando la formula del area del trapecio se tiene: 5= w =57 cm?.

Poligonos

En fodo poligono se cumple: la suma de los dngulos de un poligono de n lados es
180 - (n - 2)°. Podemos calcular su area por triangulacion, es decir, dividiendo el poli-
gono en triangulos y calculando cada una de las areas de dichos tringulos.

Nos interesan especialmente los poligonos regulares. Un poligono se dice regular si
todos sus dngulos miden lo mismo y fodos sus lados tienen la misma longitud.

Si I es la longitud de cada lado y n es el nimero de lados, su pertimetro mide P=n - |.

El baricentro de un poligono regular es el Unico punto que equidista de todos los
vértices. El apotema del poligono es la distancia a del baricentro al punto medio
de cada lado.

A B
) p . P I
El drea del poligono es el de la regidn encerrada por €l. Su valor es la "
suma de las dreas de los n tridngulos isdsceles en que se descom- v

pone. Como el area del friangulo AOB de la figura es O—'I, el érea
n-l-a_~P-a 2

del poligono es A =

TSI
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El octdgono tiene & lados, luego la suma de sus dngulos es (& — 2)1860° = 1080°.

m Halla la suma de los dngulos de un octégono.

n Calcula el area del hexagono regular de lado |.

Los triangulos que unen el baricentro del hexagono regular con dos
vértices consecutivos son equilateros, pues los angulos del

’

2
hexagono regular miden W =120°. En consecuencia, ¥
por el Teorema de Pitagoras, el apotema del hexagono mide

_\/2 (1)2_ 32 /3
a=,|I"=|\=| =+—= T

2 4
2
Como el perimetro es p= 6l su area mide: A= Pa = 3/3I .

2 2

m Calcula el perimetro del hexdagono regular cuya apotema mide 10 cm.
180°

Los angulos del hexagono regular miden (6 — 2) 5 - 120°.En
consecuencia el triangulo OAB de la figura es equilatero, luego la A
longitud x del lado del hexagono satisface, por el Teorema de Pitagoras, A X
2_amz, X2 o 3Bx_ . 2_400
X =10+ 50 asi que 7 = 100, es decir, x" = 3 Por tanto, X
2

- 20 _ My el perimetro mide P=6x=6- ZOQ =40./3 cm.

N 3

Circulo y circunferencia

I.‘ Fijados un nUmero real positivo ry un punto O en un plano o, se llama circunferencia

de centro Oy radio r al conjunto T formado por los puntos de ¢ que distan r de O. El

l‘ circulo de centro Oy radio r es el conjunto formado por los puntos de ¢ cuya distan-
cia al centro O es menor o igual que r. Consiste en los puntos encerrados por T.

I-‘ La longitud de T es 2r ry el @rea de este circulo es nr.

m Calcula el perimetro y el area de la siguiente figura. /‘\

El 4rea del recténguloes: 5,=3-5=15 cm”’,

. . . . k) ; r on 5cm
El radio del semicirculo mide r= 5 om. Y susreaes: S5,=——=""-cm®,

El4dreatotales: S=5,+5,=18,53 cm”.

El perimetro es la suma de los lados largos y la base del rectangulo, Tem

13 cm, y la circunferencia, %: P=13+ 7“: 17,71 cm.
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9.2. Poliedros. Areas y voliimenes
Pirdmide

Pirdmide de base Py vértice V.

m El darea lateral de la pirdmide es la suma de las dreas de sus
caras, y su area total es la suma del drea lateral y la del poli-

gono P.
I'\ m Lo altura de la pirdmide es la distancia h desde V al plano
l‘ que contiene a P.

m Se llama volumen de la pirdmide a la regidn encerrada por v, V,
Area(P) - h. v, v,
3
l‘ m Un tetraedro es una pirdmide cuya base y cuyas caras son
fridngulos equildteros.

ellay vale V=

m Calcula el volumen de una pirdmide regular cuya base es un cuadrado
de 12 cm de lado y su arista lateral es de 16 cm.

Sean dla longitud de la diagonal del cuadrado y hla de la altura de la
piramide. Por el Teorema de Pitagoras se tiene:

d=J12°+12> =122 cm y h=+/16"-(62) =/184 =2./46 cm

2 /
Y, por tanto, el volumen de la piramide es V = w = 96+/46 cm®.

Las férmulas que nos dan el area lateral, el drea total y el volumen de un prisma son:

Alcferal = Pbcse -h
Aprisma = Agteral T 2+ Apase

VPRISMA = Abose ~h

SIS J

I" Un prisma es un cubo si sus bases y sus caras son cuadrados.

Un prisma es un ortoedro si fodas sus caras son rectdngulos y todo par de aristas con-
currentes son perpendiculares.
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A
m ¢Cudnto mide la diagonal de un cubo cuyo lado mide
2cm?
2cm
La diagonal de |a base mide d =~/2° +2% =2</2 cm,y como el c
triangulo ACB es rectangulo, la diagonal del cubo mide: ., 5 em
2cm B

AB=~JAC? + 4> =~J2% +& =23 cm

m Representa el desarrollo plano del siguiente ortoedro
y calcula su darea.

2dm

3dm

El desarrollo plano del ortoedro del enunciado consta de seis rectangulos iguales dos
a dos. Dichos rectangulos tienen las siguientes dimensiones:

3dmXx2dm,1dmx2dmy1dmx3dm

Por tanto, el area del ortoedro es:

A=2(3-2+1-2+1-3)=2-11=22 dm*

m Calcula el area total del siguiente tronco de piramide M
obtenido al cortar una pirdmide de base

cuadrangular por un plano paralelo a la base.

Las bases superior e inferior del tronco de piramide del
enunciado son cuadrados de lado 4 cmy 6 cm,
respectivamente, y las caras laterales son trapecios
como el que mostramos en la segunda figura.

Para conocer el area comiin de dichos trapecios hemos
de calcular antes la altura h del trapecio de vértices A, . .
B, CyD. Para ello conviene observar que la longitud D 6cm C
de los segmentos DE y FC es de 1 cm. Asi aplicando el

Teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo AED obtenemos la altura

h=~/5°-1" =/24 =2./6 cm. Por tanto, las bases superior e inferior del tronco de
prisma miden 4% y 6% cm?, respectivamente, mientras que cada cara lateral mide

2\/5(42& =10/6 cm?, por lo que concluimos que el 4rea pedida es:

5=4°16"+4-10/6 =52+ 40/6 =149,6 cm®

[
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9.3. Cuerpos de revolucién. Areas y volimenes

Se llaman cuerpos de revolucién a los obtenidos al girar en el espacio una curva alrededor
de una recta, llamada eje del cuerpo de revolucién. La curva que gira se denomina curva
perfil. Veremos a confinuacién cudnto valen el drea y el volumen de los mds importantes.

Cono

H Se llama cono de base una circunferencia I' de radio ry vértice un punto V que no
estd situado en el plano ¢ que confiene a T, a la superficie formada por los segmen-
H tfos que unen V con los puntos de T. Dichos segmentos se lla- v
man generatrices del cono.

H m Se llama altura del cono a la distancia h del vértice V al
H plano o. generatriz

m Se llama volumen del cono a la regién limitada por el cono

3
m El drea lateral del cono mide nrh. Si le sumamos el drea

de la base S = nr? obtenemos el area total del cono.

2
. nreh
| y €l circulo encerrado por I'. Su valor es V= :

B Se dice que el cono es recto si la recta que pasa por Vy el centro de T es perpen-
Ij dicular al plano 6 que contiene aT.

m ¢Cudnto mide el radio de la base de un cono recto cuyas
generatrices miden 37 cm y cuya altura mide 35 cm?

El tridngulo cuyos lados son la generatriz, la altura y el radio res

rectangulo, por lo que r =/37% —35° =12 cm.

Cilindro

k Un cilindro es la figura que se forma al girar sobre un eje un
segmento denominado generatriz. Tiene dos bases iguales
H gue son circunferencias y en él definimos los siguientes pard-

metros: generatriz

B Se llama altura del cilindro a la distancia h entre los planos
H que contienen a sus bases.

m Se llama volumen del cilindro al de la region limitada por
k el cilindro. Su valor es: V = Sh, donde S = .

m El drea lateral del cilindro recto mide 2rrh. Si le sumamos el drea 25 de los circulos
I\ encerrados por las bases obtenemos el area total del cilindro.

m Se dice que el cilindro es recto si sus generatrices son perpendiculares a los planos
l‘ que contienen a las bases.

1 0 8 Longitudes, dreas y volimenes



m Calcula el drea y el volumen del cilindro cuyo e

desarrollo aparece en la figura adjunta. T
Tal y como se aprecia en el desarrollo de la figura, se trata de un 3cm
cilindro cuya base es un circulo de radio de 1 cmy cuya altura 1
es 3 cm. Por tanto, V=m -1 -3 = 31 cm®, y su drea mide: @

A=2-1-1-3+2-1-1°=8n cm®
m Calcula la cantidad de aluminio que se necesita para hacer 100 botes
de forma cilindrica de 4 cm de radio y 10 cm de altura.
El area total de cada uno de los botes es:
S=2nrh+2nr’ =2nr(h+r)=8n(10+4)=1121 cm®

Como queremos construir 100 botes necesitamos 11 2001 cm?®de aluminio.

m ¢Cuanto vale el volumen de la figura?

Los volimenes del cilindro y el cono son, respectivamente:

:22n-3
3

V=V, +V, =207 cm® es el volumen de la figura.

Vi,=4-n-2°=16ncm® y V, =41 cm®

4cm

Esfera

R
&
X

m ¢Cudnto vale el radio de una esfera cuya drea, expresada en cm?,
coincide con su volumen, expresado en cm??

Esfera

Dados un nimero real r> 0 y punto O en el espacio, se llama esfera
de centro Oy radio r al conjunto de puntos que distan rde O.

Su @rea mide 4nr? y su volumen mide %

4mr°

3 47, luego r=3 cm.

Si res el radio de la esfera, expresado en cm, se cumple

m Calcula el volumen de la esfera inscrita en un cubo
de 12 dm de arista. | - 18

Se trata de la esfera de radio 6 dm, por lo que el valor de su

3
416" _sagn dm?.

volumenes V = 3
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P Problemas

E ¢Cudl es el cociente del perimetro del cuadrado inscrito en una circunferencia T’

de radio rcm y la longitud de T'? {Cudl es el cociente del drea del cuadrado
anterior y la del circulo encerrado por I'?

Indicacién: Comienza expresando el lado del cuadrado en funcién
del radio de T.

Si |l denota la longitud del lado del cuadrado se cumple, por el /
2 2 2
Teorema de Pitagoras, r?= IZ + IZ = 2 asique | =r</2 cm.
perimetrodelcuadrado 4| 4r/2 2./2 !
perimetro de la circunferencia 2nr 2 0w

Por tanto,

dreadel cuadrado _ I>? _ 2r°
dreadelcirculo  mr? mrt

. . 2
y el cociente de las areas es: = p

Un pozo cilindrico de 16 metros de profundidad tiene una capacidad de 100
kilolitros. ¢Cudl es el didmetro del pozo?

El pozo tiene una capacidad de 100 OOO litros, lo que se traduce en que el valor
de su volumen es V=100 m°. Por otro lado, el pozo tiene forma de cilindro con una
altura de 16 m. Si res el radio de su base expresado en metros,y d=2res su
diametro, tenemos:

2 2_ 100 5 /1 _ 5 _5Jn_
100=V=m-r*-16=r _—16%:”_2\/;:}5’_\/%_ . =2,&m

El didmetro del rodillo de una apisonadora mide medio metro y su longitud mide
el doble del digmetro. {Qué superficie apisona en una vuelta?

Hemos de hallar la superficie lateral del cilindro que constituye el rodillo. El radio
de las bases del mide r=0,25 my la altura del cilindro mide h=1 m. Asi:

Alateral :2'75'["/1:2'7['0,25-120’5-7[51,57 m2

Calcula el volumen encerrado por una esfera que estd inscrita —
en un cilindro de 8 cm de altura.

La altura del cilindro es un diametro de la esfera, luego el radio de
ésta mide 4 cm, y asi su volumen es:

_4_s5_4 _,3_256_ s
v_57cr_5n4_ 3 T cm
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Problemas &

m La copa de la figura estd llena hasta las tres cuartas partes del total
de su capacidad. ¢Cudntos litros contiene?

r La copa es un cono cuya base es un circulo cuyo radio mide
r=4 cm. La altura hdel cono es uno de los catetos de un
triangulo rectangulo cuya hipotenusa mide a=20 cmy
tiene al radio rde la base por longitud del otro cateto. Por
el Teorema de Pitagoras:

h=~/20%?-4% = /384 =/6-64 =8/6 cm
2
mr°h =128\/5n

. 3
En consecuencia, el volumen de la copaes V = cm’,y sus tres

3 3
cuartas partes son V, = 54_V =32./61 cm® o sea, 321\{)_071‘-0 = 0,246 litros.

m Queremos llenar una bafera con forma de ortoedro cuyo largo, ancho y alto
miden 1,5, 0,8 y 1 m, respectivamente. ¢Cudntos cubos de 5 litros debemos vaciar
en la banera para que el agua llegue a una altura de 80 cm?

Se tratadellenar V=1,5-0,8 - 0,8 m° = 0,96 m® = 960 litros mediante cubos de 5
=192 cubos.

. . 960
litros, luego el nimero de cubos que debemos emplear es

m Un pintor emplea 1/4 de kg de pintura en pintar cada metro cuadrado
de pared, y gasta 60 kg en pintar la figura formada por un prisma de
base cuadrada cuya altura mide el friple que el lado de su base, y por
una pirdmide cuya altura mide lo mismo que la diagonal de su base.
¢Cudnto mide el lado de la base del prisma?

_____

Sea lla longitud, expresada en metros, del lado del cuadrado de la base
(comiin) del prisma y la piramide. La altura del prisma es 3/m, y el area
lateral del prisma mide:

S,=4l-31=12 1> m®

Por otro lado la altura x de la piramide coincide con la diagonal de su base, esto es,
x =~/2] mluego, por el Teorema de Pitagoras, la altura de cada cara de la piramide mide:

2 2
_ ez (LY 2 o (L) Z3
y—Jx +(2) —JZI +(2) =2 m

Hemos probado que cada cara de la piramide es un triangulo cuya base mide Imy cuya

[

altura sobre dicha base mide y—ﬂ m, asi que su drea mide % 341_ m?. Por tanto el

2
area lateral de la piramide mide S, = 4(54{ ) 31> m®. Sumando, el area que ha de pintar
el pintor es:

5=5,+5,=15/°m?

Pero esta superficie es de 240 m®, pues emplea 60 kg de pintura y en cada metro
cuadrado gasta 1/4 de kg de pintura. En consecuencia, 15/ = 240, es decir I* =16,
porlo que I=4 m.
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1 ¢Cudnto mide el lado de un triGngulo equilatero de 12 cm de altura?
C
Aplicando el Teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo de la

2 2
figura, se tiene que 144 =12%=x* - (%) = 3: ,y por tanto: B
X' =144 % 21925 x=/192 =83 om . N

2 ;Cudntos lados tiene el poligono regular cuyos dngulos miden 140°?
Si nes el nimero de lados, se tiene:

(h—-2)180=140n=9(n-2)=7n=2n=186=n=9

3 (Es cierto que si el drea de un rectadngulo es el cuadrado de la cuarta
parte de su perimetro entonces el rectdngulo es un cuadrado?

Llamamos x e y las longitudes de dos lados consecutivos del rectangulo. Entonces su
perimetro es p= 2(x+y), mientras que su drea mide 5= xy. La hipétesis afirma que:

2 2
xyzsz(zp) :@:x2+y2+2xy=4xy=>x2+yz—2xy=0$(X—Y)2=O

luego x=y, y por tanto, el rectangulo es un cuadrado.

(4 m Determina el cociente del perimetro de un cuadrado
de lado /y la longitud de la circunferencia I' inscrita
en dicho cuadrado.

El perimetro del cuadrado es P, = 41,y como el radio de I'

R

~
_/

m ¢Cudl es el cociente del area del cuadrado anterior y la del circulo
encerrado por I'?

mide r= El’ lalongitudde ' es P,=27mr=m I,y el cociente es
Pi_4l_4

P, m w

2
Las areas del cuadrado y del circulo miden S,=Fy 6, =nr* = ﬂ, respectivamente,

cuyo cociente es 5 4—’; = i *
S, mw” =

5  ;Cudnto mide la altura de un prisma de base rectangular sabiendo
que los lados de la base miden 5y 12 cm y la diagonal del prisma
mide 18 cm?

Por el Teorema de Pitagoras, la longitud de la diagonal del h
rectangulo de la base es d =/12* +5* =13 cm, por lo que
la altura del prisma es h=/18" —13* =</155 cm. d 5cm

12cm

8cm
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Y,

{6 (Cudnto mide el lado de un cubo cuyo volumen es doble del volumen del
cubo de lado 1?

Sea lla longitud del lado del cubo cuyo volumen es doble que el del cubo de lado 1.
Entonces, I°=2-1°=2=1=3/2.

(7 iCudl es el volumen del helado de la figura?

El volumen buscado es la suma V=V, + V, donde

V_TC'32’9_27 3 s .

1=y T 1t cm” es el volumen del cucurucho cénico
_4m-3° 3 .

yV,= 503 = 181 cm” es el volumen de la semiesfera de helado.

Por tanto, V= 451 cm°.

/8 Calcula el radio de la base de un cono sabiendo que su volumen,
expresado en cm?® coincide con el érea lateral expresada en cm?.

Siry hson, expresadas en cm, el radio y la altura deben cumplir que:

nrlh
3

=mtrh=r=3cm

Calcula la altura de dicho cono, expresada en cm,
sabiendo que el drea lateral del cilindro que tiene su
mismo radio y altura es 12r cm?.

Si hes la altura comin del cono y el cilindro se tiene
121 =27nrh=67h, luego h=2 cm.

’9 Un triGngulo isésceles cuyo lado desigual mide 8 cm y su altura sobre
dicho lado mide 6 cm, gira alrededor de la recta que contiene a dicha
altura. {Cual es el volumen del cuerpo que genera?

El cuerpo que resulta al girar el tridngulo
alrededor del eje es un cono cuya altura
h=6 cm es la del triangulo y cuya base es un
circulo cuyo diametro es el lado desigual del

s , Do &
tridngulo, asi que su radio mide r=—_-=4 cm.

2
Por tanto, el volumen del cono es:
2
_nr‘h_m-16-6 _ 3
V= 5 - 3 =321t cm
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‘Funciones

10.1. Concepto de funcién. Dominio y recorrido

H Una funcién entre dos conjuntos X e Y es una correspondencia, que escribimos
f: X — Y, que asocia a cada elemento x de X un elemento y de Y, al que se suele
l‘ denotar y = f(x). En tal caso se dice que y es la imagen por fde x. A cada x de X

se le llama la variable independiente mientras que y = f(x) es la variable dependiente
|_‘ (porgque depende de Xx).

n Calcula la imagen por f(x) = Vx> + x+1de x=-1, x=0y x=1.
F—D =2 +(—D+1=1,£(0)=JO? +0+1=1y FN =/ +1+1=3

n Escribe la funcion que relaciona el area de un hexagono
regular con la longitud de sus lados.

Si x denota la longitud del lado del hexagono, entonces la longitud de

2
la apotema del mismo es  |x* — XZ = —X\z/g y por tanto, el valor del
area es Area= %(6x- X\z/g): 3\2/3 x%. Por ello f(x) = —3\2/5 X2,

El dominio de la funcién f se denota Dom fy es el conjunto formado por aquellos ele-
mentos x de X para los cuales existe f(x). El conjunto formado por aquellos elementos
y de Y tales que existe algdn x en X que cumple que y = f(x) se llama recorrido o imao-
gen de fy se denota Rec f.

Ejemplo: La funciéon f que a cada ndmero real x le hace corresponder su inverso f(x) = i
tiene por dominio y por recorrido el conjunto Dom f= R - {0} = Rec f. X

o g

4

n Determina el dominio de las funciones f(x) = /2x - 6 y f,(x) =  6x18

Domf,={xeR:2x—6>0}={xecR:x>3}=[3,x)

Dom f, ={xeR:x2—6x+8¢O}=R—{2,4}

1
x*-1
La férmula de ftiene sentido para todos los nimeros reales x salvo para x=—1

y x="1, pues para estos dos valores se anula el denominador y no existe el cociente.
Por tanto, Dom f=R —{-1,1}.

1 1 4 Funciones

n Calcula el dominio de la funcion real de variable real f(x) =




Una funcién puede representarse mediante su grafica, que nos permite analizar sus
caracteristicas.

Ejemplos:
f(x)=2x+3 f(x) =X - 3x+2 fx)=-x+6x-5

Y Y Y

/o X X / \X

avatabas

H Simetrias. Sean X un intervalo centrado en 0y f: X — R una funcién.

m Se dice que fes par si f(—x) = f(x) para cada x € X. En tal caso su grdfica es
I') simétrica respecto del eje de ordenadas.
I‘ m Se dice que fes impar si f(—x) = —f(x) para cada x € X. En tal caso su gréfica es
simétrica respecto del origen de coordenadas.
I'\ Y Y
I-‘ f(—x) =—f(x)
I-‘ x % X
\J/\L/ X _-X X
I‘ f(x)
H f(=x)=f(x) f(x)
|‘ Gréfica de una funcidén par Grdfica de una funcién impar

ﬂ Indica cudles de las siguientes funciones son pares y cudles impares.

f(x) = 77 f(x) = P f,(x)=-4
fi(—x)= 5 _. 3 _ f,(x), por lo que f,(x) es una funcién par.
(—x)?-4 x*—4
f(—x) = (—x)55— o —x55+ i _(x35—x) = —f,(x), luego la funcion f,(x) es impar.

fs(x) = —4 = f5(—x), lo que significa que f5(x) es una funcién par.
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10.2. Continuidad. Funciones definidas a trozos

H Una funcién real de variable real f: X — R definida en un intervalo X se dice continua
" si su grdfica puede dibujarse sin levantar el IGpiz del papel. Si el dominio de fes unidn
l‘ de intervalos disjuntos la continuidad de f significa que sobre cada
uno de esos intervalos la grdfica se puede trazar sin levantar el Y
I_‘ lGpiz del papel. En tal caso se dice que fes una funciéon continua
7" en su dominio.
H Ejemplo: El dominio de la funcion f(x) = 1; es Dom f=R - {0}, que X
no es un infervalo. Se trata de una funcién confinua en su domi-
nio, porgue es continua sobre los intervalos (-, 0) y (0, +).
n Indica cudles de las siguientes afirmaciones sobre la funcion f(x) = ﬁ
son ciertas.
a) fes una funcién continua en su dominio y Dom f=R —{-2, 2}. VERDADERO
b) La gréfica de fno presenta simetrias. FALSO
c) fesuna funcién pary su gréfica es simétrica respecto al eje
de ordenadas. VERDADERO
d) La gréfica de fno corta al eje de abscisas. VERDADERO
e) La grdfica de fno corta al eje de ordenadas. FALSO
H Cuando una funcidn emplea varias expresiones analiticas 7y T T T
para expresar la relacién entre sus variables, se dice quees T T [T T
L‘ una funcién definida a trozos. NN IR
Para construir una funcién definida a trozos es necesario "
l-‘ especificar los valores de la variable independiente sobre los  © | ' | 10| { ' | 'x
que se aplica cada expresion. L O O T T O
I'\ xsix<1 7 R
"~ Ejempilo: f(x) = _ R
[\ 3six>1 O GRReEE LI EELEEUEE -d---

n Representa la siguiente funcién definida a

trozos:

{x—] six<O0
f(x) =
X+ 1six>0 1

Representamos la funcion f,(x) = x— 1 para los valores

de xmenores que O y la funcion f,(x) = x+ 1 para los

valores de x mayores que O. En el punto x= O no tiene

imagen, puesto que la funcidn f(x) no esta definida en

ese punto.
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10.3. Crecimiento y decrecimiento de una funcién.

JJ J J T T

Mdaximos y minimos

Una funcién f: X — Y es monétona creciente en un subconjunto Z de X si para cada
par de puntos z, z, e Ztales que z < z, se cumple que f(z) < f(z).

Se dice que f es monétona decreciente en Z si para cada par de puntos z, z, € Z
tales que z < z, se cumple que f(z) = f(z,).

Ejemplo: La funcidn f(x) = ¥ es mondtona decreciente en el inter- v
valo (-, 0] y mondétona creciente en el intervalo [0, +«). Es una
funcién par, por lo que su gréfica es simétrica respecto del eje
de ordenadas, y ademds si 0 < z < z, entonces:

f(z,)-f(z)=23 - 20 = (2, - 2)(2, + 2) > 0 = (7)) < {(2,) X

n ¢Es monoétona creciente en R la funciéon f: R > R: x — 3x + 5?

Dados dos nimeros reales z,, z, tales que z, < z, se tiene
f(z;)-f(z,)=(32,+5)—(32z,+5)=3(z, —2,) >0 = f(z,) < f(z,)

luego fes mondtona creciente.

Maximos y minimos

La funcién f tiene un maximo relativo en un punto cuando en él la funcién toma un
valor mayor que en los puntos suficienfemente proximos. En tal caso, la funcion es
creciente hasta el méximo y decreciente a partir de él.

I'\ La funcién f tiene un minimo relativo en un punto, y
cuando en él la funcién toma un valor menor que en 1
) los puntos suficientemente préximos. En tal caso, la fun- 1 b
cion es decreciente hasta el minimo y creciente a partir / a ’\/ X
I'\ de él.
l‘ Ejemplo: La funcién f cuya grdfica aparece arriba a la dere- Y
cha tiene un méximo relativo en a y un minimo relativo en b. p b c
I.‘ La funcién cuya gréfica aparece abajo a la derecha tiene un : X
I maximo relativo en b, y tiene dos minimos en x=ay x=c. : :
y
n Indica los puntos en los que la funcién tiene
madximos y minimos relativos. 0
La funcion ftiene un maximo relativo en x=0, y tiene dos
minimos en los puntos x=—2y x= 2. ! !
) 2 X
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10.4. Tasa de variacién media

Se llama tasa de variacién media de una funcién f: X — Y en un intervalo cerrado
H [a, b] contenido en X al cociente TVM [a, b] = w.

Ejemplo: Calculamos la TVM de la funcidon f(x) = xX* — 2x + 3 en los intervalos [-2, 1]

k y [0, 1].

_f)-f(=2) 2-(-1) _ _f-f0) _, ,_
H TVM[-2, 1] = —7 = 3 _1yTVM[O,1]——1_0 =2-3=-1
|

m Halla la TVM de las siguientes funciones en los intervalo que se indica:

f(8)-f(6) 10-8 _
8-6  8-6
f(6)-f(3) 9-3
6-3 3
_1°(1)—1=(O)_2—1_1
1-0 1
f(O)—f(-1) _1-0 _
o-(-1 1

a) f(x)=x+2 en[6 8]: TYM[6, 8]= 1

b) f(x)=2x-3, en[3, 6]: TVYM[3, 6]|= 2

c) fx=x+1,en[0, 1]: TYM[O, 1]

1

d) fx=-x+1,en[-1,0]: TVYM[-1,0]=

n Halla la TVM de la funcién cuya grdfica se muestra al
margen en los intervalos [0, 2] y [1, 4].

__53|
4
vMm[o, 2]:1v=(22):f0(0):6;2:2 y z
VM1, 4]:f("2:ﬁ(1):2;5:—1 !

IR

m Representa la grafica de la funcion f(x) = x + 1
y calcula la TVM en los intervalos [-3, -1] y [0, 3].
Interpreta geométricamente dicho valor.

f(D-F(=3) _0-(=2) _

MI-3, -1]= -1-(-3) 2 Ty
TVM[O, 3]= f(za):g(o) _ 4;1 _1

Observamos que TYM[-3, —1]y TYMIO, 3] coinciden,
y coinciden, ademas, con la pendiente de la recta que es
grafica de la funcion f(x).
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m Sergio ha estado patinando durante 45 minutos. La grafica indica
la distancia a la que se encuentra de su casa en cada instante.

a) (A qué distancia méxima ha estado Sergio
de su casa?

———————————————————————————————————————

Ha estado a 6 km. 4

777777777777777777777777777777777777

b) ¢(Cudnto tiempo ha descansado?

Ha descansado 5 minutos. I

777777777777777777777777777777777777777

¢) Calcula la TVM en los intervalos [0, 20] y [25, 30]. 0 ‘5 ﬂo 15 20 25 ‘30 ‘35 ‘40 ‘45
JEn cudl fue mas deprisa? + ' tiempo (min)
3-0 _ 3 6-3 _3
TVM[O, 20]= 20-0_20 " TYM[25, 30]= 30-25"5

de lo que se deduce que Sergio fue mas deprisa entre los minutos 25y 30.

m Sea x un nimero realtalque 2 < xyf: R —» R : t— 1. Comprueba que la
tasa de variaciéon media de fen el intervalo [2, x] es X* + 2x + 4.

f(x)-f(2) x>-2° x°-8&
MI2,x]= (x)z—z( ):xx—z =2

Para efectuar esta division observamos que 2 es raiz del polinomio x> — 8 luego, por la
regla de Ruffini, este polinomio es miiltiplo de x— 2 y el cociente vale X+ 2x+ 4. Asi,

1 0 o -&
Cf)-Ff(2) x*-8 (x-2)(x*+2x+4) _
2‘ 2 4 s TWM[2,x]= 2 s 2 - _2 =x"+2x+4
1 2 4 (o)

m Un electricista cobra 15 € por desplazamiento y 25 € por cada hora
de trabagjo.

a) Escribe una férmula de la funcién que relaciona las variables anteriores.

Si x denota el tiempo empleado por el electricista e y el coste de la reparacion,
la funcidn que proporciona el coste en funcién del tiempo es: f(x) =15 + 25x.

b) Completa la siguiente tabla que relaciona las variables tiempo y coste.

Tiempo (horas) 1 3 5 7
Coste (€) 40 90 140 190

c) ¢Cudnto tiempo ha empleado el electricista si ha cobrado 115 €?
Sabiendo que y=115: 115=15+25x< 100=25x < x=4

El electricista ha empleado 4 horas.
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P Problemas

m Luis estd pensando apuntarse a una academia de inglés y ha consultado los

precios en dos de ellas. En la primera le cobran 60 € por matricula y 50 € cada
mensualidad, mientras que en la segunda no le cobran matricula pero cada
mensualidad cuesta 65 €.

a) Escribe las funciones que representan el precio de cada una de las academias
en funcién del nUmero de meses de asistencia.
Si x denota el nimero de meses que Luis asiste a la academia, las funciones

f:7" >R:x—>Ff(x)=60+50x y f,: 7" - R:x— f,(x) =65x

representan el coste de las dos academias en funcién del nimero de meses.

b) Si Luis fiene pensado apuntarse los diez meses que dura el curso escolar, ¢qué
academia le resulta mas barata?
En la primera academia tendria que pagar f;(10) =60 + 50 -10=560 € yenla
segunda f,(10) =65 10 =650 €, luego gasta menos en la primera academia.

En la siguiente grafica se muestra la evolucion de la temperatura de Juan a lo
largo de todo un dia en el que ha estado enfermo. Observa la grdfica y responde
las siguientes cuestiones:

Te}npératb‘lra ce

a) ¢Cudl ha sido la méxima temperatura que ha alcanzado Juan? (Y la minima?
Juan alcanzé una temperatura maxima de 43° y minima de 36°.

b) ¢(Cudntas horas ha mantenido una temperatura constante?

Ha mantenido una temperatura constante durante las 4 horas comprendidas
entre las 9:00 y las 13:00.

c) (Qué temperatura tenia a las 16:00?
Alas 16:00 horas tenia 40° de temperatura.

d) ¢Cudntas veces a lo largo del dia fuvo una temperatura de 40°?
Alo largo del dia tuvo 5 veces una temperatura de 40°.
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Problemas &

o velodscad mi9) || ||
Pedro sale a pasear en bicicleta. La siguiente el U T
grafica muestra la velocidad a la que se mueve en 8
funcién del tiempo hasta que llega a un semaforo, 7
cerca de su casa que le obliga a parar. R I
Y I N S S
a) ¢Cudnto fiempo tarda desde que comienza a P A A R 3
frenar hasta que se detiene por completo? A /0
Pedro comienza a frenar en el séptimo segundo y sl
se detiene en el noveno. Transcurren 2 segundos. | /1 © 1 | 1 1 1\
b) ¢(CudnfotiempotarddPedroenllegaralsemaforo? 1(d)
. . A | tiempo(segundos)|
Pedro tardé 9 segundos en llegar al semaforo. 0 7203 40567 89

c) ¢Cudl es la méxima velocidad que alcanzé Pedro en su recorrido?
Pedro alcanzé una velocidad maxima de 10 m/s.

d) ¢Cudntos segundos se mantuvo a velocidad constante?
Pedro circulé 4 segundos a velocidad constante, los comprendidos entre el tercer
y séptimo segundo.

m Una tortuga se mueve lentamente en busca de

Jonug rament glespacio(m) | 1 L g
comida. Dicho paseo duré 10 minutos, tal B A e o
y como se indica en el eje de abscisas. e e 7 S At et St o
Contesta las siguientes cuestiones: 6D ffffff
a) (Cudlfueladistanciarecorrida porlatortuga? 4| g~ | & | 1

La tortuga recorrié & m. T i

B A O SN S S R SR IO S

b) ¢(Cudnto tiempo estuvo parada? Sl
; ; ALl . 1 1 1 1 tiempo (min)

Estuvo parada los 2 minutos transcurridos T334 5 6 7 8 50

entre los minutos 3y 5.

c) Calcula la TVM en los infervalos [0, 1], [1, 3], [3, 5], [5, 7] y [7, 10].

La TVM en cada uno de estos intervalos es la pendiente
de la recta que contiene al correspondiente segmento. Asi
TYM[O, 1]=4,TVYM[1,3]=1/2,TVYM[3,5]=0,TYM[5, 7] =1y TYM[7,10]=1/3.

d) ¢(En cudl de los tframos anduvo mads deprisa?

Observando las TYM de los distintos tramos, observamos que fue en el primer
tramo en el que se movié mas rapido, recorriendo 4 m en 1 min.

e) ¢Cudntos metros recorrié entre los minutos quinto y séptimo?
Entre los minutos quinto y séptimo recorrié 2 m.

f) ¢Y cudntos metros recorrié entre los minutos quinto y décimo?

Este intervalo de tiempo abarca dos tramos distintos con distinta TVYM, pero eso
es independiente para calcular el numero de metros que recorrio. En este caso,
observamos que recorrié 3 m.
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1 Halla el dominio de las siguientes funciones:

1 S B = Sy (0 = /T0-5x

fi(x) =

2 +2

El cociente que define f;(x) sélo se anula en x= 2, luego Dom f; =R — {2}. Por otro
lado, x* + 2 > 2> O para todo xe R, luego Dom f, = R. Por dltimo:

Dom(fs)={x€R:10-5x20}={x eR:x <2} = (-0, 2]

{2 Halla el dominio de la funcién f(x) = \/1+ x2 - x.

Para cada niimero real x el nimero 1 + x° > 0, luego existe su raiz cuadrada. Por tanto,
el domino de fes Dom f= R.

m Calcula los valores de xpara y=0e y=1.

O=Ff(x) @0=J1+x* —x o x=J1+x* =2 x*=1+x* =0=1

Esto significa que como a y= 0 no le corresponde un valor de x, y= O no pertenece al
recorrido de f. Enel casode y=1:

1=F(x) @ 1=V1+x*  —x 1+ x=V1+ x> 2 1+2x+x° =1+x* ©2x=0 = x=0

(3 Representa las siguientes funciones para los valores en los que estdn
definidas:

a) fx)=2x+4si-3<x<1 b) g(x):gsi—23xs4

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

*************************************

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

4 | Calcula los puntos de corte con los ejes de la grdfica de la funcién
f(x) = x> -7x+ 10.

La grafica de la funcidén dada corta al eje Yen el punto (O, f(0)) = (O, 10). Las abscisas
de los puntos de corte de la grafica de |a funcion dada con el eje X son las soluciones de
la ecuacién x* — 7x+10=0, esto es, x= 2 y x=5. Por tanto, los puntos de corte con
eleje Xson (2,0)y (5, 0).
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(5 Estudia si es creciente o decreciente en R la funcién f: R - R : x > x3.
Dados z,, z, € R tales que z, < z, se tiene:

2 2
f(z,)—f(z1)=25 — 27 :(22—21)(z1z+z1zz+z§):(zz_21)((214_2?2) +5jz)>o

luego la funcién fes creciente en R.

2
ré Dadas las funciones f(x) =1 - xy g(x) = @ calcula cudnto valen
en x =0 las funciones f+ g, f- g, f - gyaf.

Como f(O)=1yg(0)= % resulta que:

(F+9)0)=F(0)+4(0)=2, (F-g)(0)=F(0)-g(0)=7,

f(0)

40) 2

(#9)0)=F(0)g(0)=1/2 (g)(o)z

7 Encuentra una funcién polinédmica f: R — R de grado 3 tal que f(-1) = -4,
f0)=-1, f(1)=0y f(2) = 5.

Debemos encontrar nimeros reales a, b, ¢, dtales que la funcion buscada

fF:RoR:xt>ax®+bx*+cx+d

cumpla lo requerido. Nétese que d=f(0O) =—1, y las condiciones f(-1)=—4y f(1)=0
se leen:

—atb-c-1=-4 —atb-c=-3
atb+c-1=0 atb+c=1
Sumando ambas igualdades se deduce que 2b=-2, asi que b=—"1. Por tanto,

a+c=2,luego f(x) = ax’ — x* + (2 — a)x— 1y para calcular a empleamos la igualdad
f(2)=5, estoes:

5=f(2)=8a-4+22-a)-16a=6<a=1

Finalmente, la funcién buscada esta definida por f(x) = =+ x—1.

I Calcula la longitud de un intervalo [a, b] sabiendo que la tasa de
variacion media de una funcién f: [a, b] - Res 3y f(b) = 15 + f(a).

Por la definicién de tasa de variacion media se tiene:

3:ﬂw—ﬂ@:15
b—a b—a

Luego la longitud del intervalo es 5.

_15_
=b—a= 3 =5
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‘Tipos de funciones

11.1. Funciones lineales y cuadraticas

Una funcién f: R — R se dice lineal si existen nUmeros reales my n tales que m # 0
y se escribe como: f(x) =mx + n

Su gréfica es la recta de ecuacion y = mx+ n. Por tanto, su dominio y recorrido son la
recta real Ry fes creciente si la pendiente m > 0 y decreciente si m < 0. En particular f
no tiene ni méximos Ni Minimos.

n Calcula la formula y = f(x) de la funcion lineal cuya grafica pasa por los

~J J J T J T

puntos (1, 1) y (2, 3).

La funcion buscada es de la forma f(x) = mx+ n para ciertos nimeros reales my n,
y cumple las igualdades f(1) =1y f(2) = 3 es decir:

m+n=-1
=m=2;n=—1=Ff(x)=2x-1
2m+n=3

Una funcién f: R — R se dice cuadrdtica si existen nUmeros reales a, by ¢ tales que
a#0, y se escribe de la forma: f(x) = ax* + bx + ¢

Su gréfica es la par@bola de ecuacion y = ax’ + bx + c.

m Si a > 0 la pardbola es abierta hacia arriba (U), y se dice que se trata de una pao-
rabola céncava.

B Si a <0 la pardbola es abierta hacia abajo (N), y se dice que se trata de una pa-
r@bola convexa.

Larecta x= ;—2 es un eje de simetria de la pardbola y el punto V= (;—g (;—2)) su vértice.

m Sila pardbola es concava entonces f alcanza su Gnico minimo en la abscisa de V.

m Sila pardbola es convexa entonces f alcanza su Unico mdaximo en la abscisa de V.

n Calcula el vértice de las grdficas de las siguientes funciones:

n Calcula el eje de simetria y el vértice de la la grafica

a) f:R->R (1 B9 b) g R>R
X 3% -x+5 (5 ﬁ) X -2+ x+ 1

de la funcién cuadrética f(x) = x* — 4. Dibuja su gréfica.

La grafica es una parabola cuyo eje de simetria es larecta x=0
y cuyo vértice es el punto V= (0, f(0)) = (0, —4). Ademas corta
al eje de abscisas en los puntos (-2,0) y (2, O), pues:

X¥—4=0x=t 4o x=—2;x=2
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11.2. Funciones de proporcionalidad inversa

H La funcién de proporcionalidad inversa fipica es la definida por:

I-‘ f:R—{O}—>ﬂ$

X —

X
l‘ cuyo dominio es Dom f=R — {0} y cuyo recorrido es Rec f=R — {0}.

continua en los intervalos (-, 0) y (O, +«), decreciente e impar,
L por lo que su grafica es simétrica respecto del origen.

I.‘ La gréfica de esta funcién se denomina hipérbola. Es una funcion

n Representa la grafica de la funcion f(x) = %

Indica el dominio y el recorrido de la funcion.
Estudia los intervalos de crecimiento y las
simetrias, si las hay, de la grafica de la funcion.

El dominio es Dom f=R — {0} y el recorrido es también
Rec f=R - {0}. Es una funcién creciente e impar, por lo
que su grafica es simétrica respecto del origen.

I‘j La recta y =0 es una asintota horizontal de la funcion de proporcionalidad inversa y = %

Esto significa que a medida que la variable x tiende a +«, los valores de y se aproxi-

man a 0.
L
n Completa la siguiente tabla de valores para la funcion f(x) = %
X 10 10? 10° 10* 10° 10° 107 108
f(x) = % 1 0,1 || 001 || 102 || 10* || 10° || 10 || 1077

H La recta x = 0 es una asintota vertical de la funcién de proporcionalidad inversa y =

> |Q

35

l‘ Esto significa que a medida que la variable x tiende a O, los valores de y se aproxima
qa too,

n Completa la siguiente tabla de valores para la funcion f(x) = %

x 10" 102 10° 10* 10° 10¢ 107 10°
10
X

f(x) = 10° 10° 10* 10° 10° 107 10° 10°
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5
X
K
X
I.‘
X
X
X
X
X
X
K
X
X
L
L

Caracteristicas de las funciones de proporcionalidad inversa: y =

x|Q

Hemos visto que las hipérbolas que corresponden a funciones del tipo y = 9 tienen
X

por asintfotas a los ejes coordenados.

Son simétricas respecto del origen de coordenadas: tienen simetria impar.
Su dominio es Dom f= R — {0} y su recorrido es Rec =R - {0}.

Si a> 0, la funcién es estrictamente decreciente.

Si a < 0, la funcién es estrictamente creciente.

Transformaciones de la hipébola

El centro de la hipérbola, es el punto donde se cortan las asintotas, luego en las
anteriores es el origen de coordenadas.

Mediante traslaciones de estas hipérbolas fenemos otras:

Para representar la hipérbola que es la gréfica de la funciéon y = 9 | k basta
X

con trasladar segun el vector u = (0, k) la hipérbola que representa a la funcién
a

y=-=.
X

Para representar la hipérbola que es la grdfica de la funcién y = a

X+b
con frasladar segln el vector v = (-b,0) la hipérbola que representa a la funcion

, basta

a
y=-—.
X
Para representar la hipérbola que es la grdfica de la funcién y = b + k., basta
X+
con realizar la traslacién segudn el vector w= (-b, k) de la hipérbola que representa

a la funcién y = 9 05lo que es lo mismo, aplicar sucesivamente las traslaciones
X

segun los vectores U = (0, k) y v = (-b,0) que acabamos de explicar.

n Indica cudles son las asintotas y el centro de la hipérbola de ecuacién

5
==+3.
y X
Para representar la hipérbola de ecuacion y = 5 + 3 basta trasladar la hipérbola de
B . X
ecuacion y =" segun el vector ii =(0, 3).

Como las asintotas de la segunda son los ejes coordenados, entonces las asintotas

dey:%+3 son lasrectas x=0ey=23.

Su centro es el punto de corte de dichas rectas, esto es, el punto (O, 3).
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n A partir de la grafica de la funcién f(x) = % dibuja las graficas
de las siguientes funciones. Indica las asintotas y el vector de traslacion.

a) fix) =5 +2 et e

,,,,,,,,,,,,,,

Asintota horizontal: y=2

Asintota vertical: x=0

Vector de traslacion: il = (0, 2)

1 o v

b) fx)=—— S :
) 50 2(x-1) ek

-~ -Vectorde 2{|

Asintota horizontal: y=0 ___traslacién | \

Asintota vertical: x= 2

Vector de traslacion: v =(2, O)

:
2
2x=1)

Asintota horizontal: y=2

C) fi(x)=

Asintota vertical: x= 2

Vector de traslacion: w= (2, 2)

n Calcula los nimeros reales a, by ¢ sabiendo que la funcion,
f:R-{a} >R , cumple las igualdades: fla+c)=fla+1)=2y f(3) = 2.

X +b

X—-a
Al evaluar la funcion f(x) en x=a+c¢, x=a+ 1y en x= 3 se tiene:

m2=f(a+c)=—C%  +b=1+b=b=1

atc—a
m2=f(a+1)=—C  +b=ct+b=c+1=c=1
at+l1—a
m2=f(3)=_2F _|_17:—’I +1=3-a=1=a=2
3—a 3—a

[ ond
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11.3. Funciones definidas a trozos

sin saltos, para que la funcién asi construida sea continua.

Ejemplo: La gréfica de la funcidn

x2-1 si x<-1
f(x)=4-x+2 si -1<x<2
x2—4 si x>2

consta de fres ramas:

m La primera es un trozo de la pardbola de ecuaciéon y
cuando x pertenece al intervalo (-, -1).

da cuando x pertenece al intervalo (2, +x).

J J T I T I T I T I

Muchos fendémenos fisicos, bioldgicos o econdmicos se rigen por funciones que cam-
bian de férmula conforme varia la variable independiente. Decimos que esas funcio-
nes estdn definidas a trozos, cada uno de los cuales se suele denominar una rama
de la funcién, y es importante estudiar si las ramas se pegan adecuadamente, esto es,

= X - 1, que estd definida

B La segunda rama, definida entre x=-1y x= 2, es un trozo de la recta y=-x + 2.

B La tercera rama es un trozo de la pardbola de ecuacion y = X — 4, que estd defini-

La funcién es discontinua en x =-1 pues su grdfica presenta un salto.

m ¢Cudl es el valor en los puntos x=-5, x=-1,
x=1y x=2 de la funcién cuya gréfica esta
dibujada a continuacién?

Sillamamos f(x) a la funcién cuya grafica nos
proporcionan, se observa sin mas que mirar que:

f(-B)=4; f(-1)=2; f(1)=0; f(2)=1
n Representa la funcion: .
-x% si x<1
f(X) _ X-2 si 1<x<2 7”717—7271”73—71 :7”
2 si x>2 i =
x

Estudia su continuidad.

—————————————————————————————————————————

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

La primera rama es un trozo de una parabola convexa cuyo vértice es el origen
de coordenadas. La segunda rama es el segmento de extremos los puntos (1,-1)
Y (2, 0), mientras que la tercera es un trozo de hipérbola.

La funcién es discontinua en x= 2.
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11.4. Funciones exponenciales

Fijado un nUmero real positivo a se llama funcién exponencial de base a a la defini-
da por:
H fPR->R
H X o
L‘ Caracteristicas

m Como a®=1y a' = ala gréfica de f siempre pasa por los puntos (0,1) y (1, a). Esta
funcién es constante de valor 1 si a =1, asi que supondremos siempre que a = 1.

I.‘ m Su grdfica es muy distinfa sia>1 o a < 1, segln se observa a contfinuacion.

X
Grdafica de f(x) = 2* Grdfica de g(x) = (%)

——————————————————————

e e o R R I

23 20

La funcion f(x) = a* es continua, su dominio es Dom f = R y su recorrido es
Rec f= (0, +x).

m Si a>1 enfonces fes una funcion creciente en todo R. Segln la variable x fiende a
-, la grdfica de f se aproxima mas a la semirrecta negativa del eje horizontal. Se
dice entonces que y = 0 es una asintota horizontal de f cuando x — —oo.

B Si a <1 entonces fes una funcidn decreciente en todo R. Segun la variable x tien-
de a +=, la gréfica de fse aproxima mds a la semirrecta positiva del eje horizontal.
Se dice entonces que y = 0 es una asintota horizontal de f cuando x — +,

m En particular, por ser funa funcidn mondtona, creciente o decreciente, se deduce
que si a*= a’ entonces x= z

T J J J J I T I T I T I

m Calcula los puntos de corte con los ejes coordenados de la grdfica de la
funcién f(x) = 5.

Para todo nimero real x se cumple que f(x) = 5> O, luego la grafica de fno corta al eje
de abscisas.

El punto de corte con el eje de ordenadas es el punto: (O, f(0)) = 0,5 =(0, 1)
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m A partir de la grafica de la funcién f(x) = 3*

representa las funciones: f;(x) = 3* - 2
yLx)=3*+1.

La grafica de la funcién f,(x) = 3" — 2 es el resultado
de trasladar segtn el vector ii = (0, —2) la grafica de

f(x) = 3", mientras que para representar la funcion
f,(x) = 3"+ 1 se traslada la grafica de fsegun el vector
v=(0,1).

Encuentra todos los nimeros reales x que cumplen la igualdad:
9-4.3*+3=0

Sillamamos z= 3*entonces z° = (3", por lo que la ecuacién se lee:
0=9"-4-3+3=2"-4z+3

Las soluciones de esta ecuacion de segundo grado son:

_4%/42-4.3 _412_{3 ~ {z=5=5*=31
_ g _ -

V4
2 1 z=1=3*=13°

Asi que las soluciones de la ecuacion dada son x=0y x=1.

Emplea las propiedades de las po’rzencias para expresar las funciones
exponenciales h(x) = 3* y g(x) = 3 como composicién de las funciones
f,(x) = 3xy fL(x) = X

h(x) = 3% = (Sx)z = f2(3x) = fz(f1 (X)) =(f,° £)(x)
g(x)=3" = £,(x*) = £,(£,(x) = (£, © £,)(x)

Un jugador apuesta en un casino a doble o nada, es decir, apuesta una
cantidad inicial de C € y, si gana en la siguiente jugada, recibe esa
misma cantidad, pasando a tener 2C €, mientras que si pierde se queda
sin nada.

A continuacién, vuelve a jugar, de modo que si gana pasa a tener 4C €
y si pierde se queda sin nada. Tras ganar n veces seguidas se retira, y
observa que tiene 1183744 €.

Sabiendo que la cantidad inicial C es un nidmero entero impar, calculala
y averigua cudntas partidas gané el jugador.

Tras ganar nveces seguidas el jugador se retira con 2" C €, luego:
2"C=1183744=2"%-17%

Como Ces un entero impar se deduce que el jugador gané n= 12 partidas y comenzé a
jugar con: C=17?=289¢€
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Problemas &

m De entre todos los rect@ngulos cuyo perimetro es 36 m, ¢cudnto vale el area
del rectdngulo mayor?

La suma de las longitudes de dos lados consecutivos de cualquiera de estos
rectangulos es 18 m, luego miden xy 18 —x metros.

Ambas longitudes son positivas, luego O < x< 18 — x, es decir,
x pertenece al intervalo (O, 18).

El drea de este rectangulo mide x (18 — x), luego se trata de calcular el valor maximo
de la funcion:

f:(0,18)—>R
x> x(18—x)
Para ello, basta reescribir f(x) como sigue:
f(x)=18x—x*=—(x* —18x)=—((x—9)* - 81) =81 — (x— 9)*

Su valor es maximo si el sustraendo es minimo, esto es, si x=9 y por tanto, el area
méaxima es f(x) = 81 m>.

Observamos que este valor maximo se alcanza para el cuadrado de lado 9 m.

m La fuerza con la que una carga eléctrica positiva atrae a la carga unidad
negativa es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
que las separa. Si a una distancia x, le corresponde una fuerza de atraccioén
de 6 N, ¢;cudl es la fuerza de atraccién si la distancia se reduce a la
mitad?

La fuerza de atraccidn entre cargas que distan x viene dada por una funcion
de la forma:

f:(0,+%)—(0,+x)

fo(x)=i2
X

para cierto nimero real A.

El dato del enunciado afirma que 6 = f(x,) = %z y se trata de calcular la fuerza f,
0

. . X
que corresponde a la distancia x, =72 entre las cargas:

2
A A 4
f1=f(x1)=x—z=—(x z=2 ~24N
1 0 o
%)
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P Problemas

m La ley de Boyle-Mariotte afirma que, a temperatura constante, la presién que
ejerce un gas y el volumen que este ocupa son inversamente proporcionales.
Se sabe que a 20°C cierta cantidad de gas ocupa un volumen de 3 Ly ejerce
una presion de 2 atm.

a) ¢Qué volumen ocupard el gas, manteniendo la temperatura en 20°C,
cuando la presiéon ejercida sea de una atm? ;Y de 4 atm?

Por la ley de Boyle-Mariotte el producto del volumen V que ocupa el gas
por la presion p que ejerce es constante, y en este caso:

p-vV=3-2=6
Por tanto:

B Sip=Tatm=V=06L

B Sip=4atm= V= L

MO
W

b) (Qué presidn ejercerd el gas cuando el volumen sea de 2 litros?

Del mismo modo, si V= 2 L entonces:

p=5=3atm

N|®

c) Escribe y representa la funcién que expresa el volumen ocupado por el gas en
funcién de la presidn ejercida si la temperatura es 20°C?

Si x denota la presion que ejerce el gas e y el volumen que ocupa, se tiene:
X-y=0

De este modo, la funcién que expresa el volumen ocupado por el gas en funcion de la
presion ejercida es:

F9=2
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Problemas &

m Un grifo que arroja un caudal de 10 L/min tarda un cuarto de hora en llenar
cierto depésito. Escribe y representa la funcion que expresa el tiempo que tarda
en llenarse el depésito en funcion del caudal del grifo. { Cudnto tardaria
en llenarse si el caudal fuese de 12 L/min?

Las magnitudes caudal ngmgg’(@p)f
del grifoy tiempoque | | _eo| |
tarda el depésito en
llenarse estan o
relacionadas por una
funcién de
proporcionalidad
inversa.

En concreto, si xdenota

ffffffffffffffff

el caudal del grifoe yel ... [10]

tiempo que tarda en

||e|1ar‘56 el depéﬁito se ‘15 10 -5 10 ‘S ‘10 15 '20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95‘
-3 eaudal(l»_/mn)r

cumpleque: L0 oLl bbb b

x-y=10-15=1501L

De modo que la funcion que expresa el tiempo, expresado en minutos, que tarda el

deposito en llenarse en funcidn del caudal del grifo, expresado en L/min, es: f(x) = ?
Si el caudal fuese de 12 L/min entonces tardaria: f(12) = % =12,5 min

Esto es, 12 minutos y 30 segundos.

m La altura h(t), medida en cm, que alcanza una pelota en el instante t segundos
tras ser lanzada hacia arriba con cierta velocidad inicial es h(t) = 1961 — 9,812,
Calcula la altura méxima alcanzada por la pelota y en qué instante la alcanza.
¢Cudnto tarda la pelota en volver al suelo?

Se trata de calcular, en primer lugar, el valor maximo de la funcién:
h:[0,4x)—>R
t+>196t-9,8t?

Escribimos h(t) de otro modo:
h(t)=-9,8 - (t* —20t) =-9,8 - (t—10)*—100) =980 - 9,8 - (t— 10)?

El valor maximo de esta resta se alcanza cuando el sustraendo es minimo, es decir, si
t= 10y la altura maxima es h(10) =980 cm.

Por otro lado, la pelota vuelve al suelo cuando h(t) =0, 0 sea,—9,8 - (t— 20) =0, que
se alcanza en el instante inicial t=0y en t= 20 s. Por tanto, la pelota tarda 20 s
en llegar al suelo.
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¢Existe alguna funcién lineal cuya grdfica pase por los puntos (2, 1), (1,0)
y 3.2)?

Hay que averiguar si existen niimeros reales m# O y ntales que la funcion f(x) = mx+n
cumpla las condiciones f(2) =1, f(1) =0y f(3) = 2. Esto equivale a que:

2m+n=1
m+n=0
3m+n=2

De las dos primeras ecuaciones se deduce, restando, que m=1yn=-1,
que también satisfacen la tercera, por lo que la funcion lineal f(x) = x— 1
cumple lo requerido.

Encuentra las ecuaciones de tres rectas Y
horizontales que corten en dos, uno y ningin “ |
punto, respectivamente, a la grdfica de la
funcién cuadrdtica f(x) = -x* + 6x - 5.

La grafica de fes una parabola de vértice V= (3, 4). En
consecuencia, falcanza en x= 3 su maximo, y f(3) = 4.
Por tanto, la recta de ecuacion y = 1 corta a la grafica
de fen dos puntos, la recta de ecuacion y = 4 la corta
en un unico punto, que es V, mientras que la recta de
ecuacion y =5 no la corta.

-X +2 si 2<x<0
Dibuja la grafica de la funcion f: R > R : X > <X + 2 si 0<x<2
y decide si se trata de una funcién X2—6x+12 si 2<x<4

continua. Encuentra los minimos relativos
de esta funcion.

Vamos a dibujar cada una de las ramas de la grafica de f.
La primera, es el segmento que une los puntos (-2, 4)y
(O, 2). La segunda rama es el segmento de recta que une
los puntos (0, 2) y (2, 4). Por tltimo, la tercera rama es
un arco de parabola céncava de vértice (3, 3) que pasa ol
porlos puntos (2, 4)y (4, 4).

Se aprecia que la grafica se puede dibujar sin levantar el
lapiz del papel, asi que la funcion fes continua. La funcion
falcanza en x=0 y en x= 3 minimos relativos. Dichos
valores son f(0)=2y f(3) = 3.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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(4 Encuentra todos los nimeros reales x que cumplen la igualdad
22X _ 22X 1 4=0

La ecuacién se reescribe (2% — (2°) - 2*+ 4 =0, y llamando z= 2* resulta:
- 4z+4=0

La tnica raiz de esta ecuacion de segundo grado es z= 2, luego 2" =z=2=2",
asi que: x="1

5 Encuentra los puntos comunes a las graficas de las funciones
fx)=x*-2x+ 3y gx) =- x>+ 2x + 3. Representa en un mismo sistema
de ejes cartesianos las graficas de ambas funciones.

Un punto P=(x,y) pertenece a ambas graficas si:

x> —2x+3=y=—x"+2x+3 = 2x° - 4x=0=2x(x-2)=0=x=00x=2

Como f(0)=¢g(0)=3y f(2) =g(2) = 3, los puntos
comunes a ambas graficas son P=(0,3)y Q=(2, 3). La
grafica de fes una parabola concava cuyo vértice es el
punto V, = (1, 2), mientras que la grafica de g es una
parabola convexa cuyo vértice es el punto V, = (1, 4).

La grafica de fno corta al eje de abscisas pues

x, — 2x+3=(x—1)%+ 2 > O para todo nimero real x,
mientras que la de g corta al eje de abscisas en los
puntos (=1,0)y (3, 0), pues —x* 4+ 2x+3 =0 siy solo si
x=30x=-1.

6 Calcula los puntos de corte con los ejes coordenados de las gréficas
de las funciones siguientes: f,(x) = x> — 8x + 15; f,(x) = )5(; f,(x) = -8*
B Las graficas de f,(x) y f5(x) cortan al eje de ordenadas en (O, f,(0)) = (0, 15)
y (0, £5(0)) = (0, —1), respectivamente.

Mientras que la grafica de f,(x) no corta a dicho eje porque x = O no pertenece al
dominio de f,(x).

B Para hallar los puntos de corte con el eje de abscisas de la grafica de la funcién f,(x),
hay que resolver la ecuacion f,(x) = O, esto es, X’ —8x+15=0,0s%ea, x=3
yx=D5.

Por tanto, la grafica de f,(x) corta al eje de abscisas en los puntos (3,0)y (5, 0).

5 7 7/ .
Por otro lado, Y &x son no nulos para todo numero real x, luego las graficas de las
funciones f,(x) y f5(x) no cortan al eje de abscisas.

Tipos de funciones 1 35



‘Esiadis’rica

12.1. Poblacién y muestra

H Poblacién es el conjunto formado por todos los elementos (individuos, objetos) sobre
los que se quiere realizar un estudio estadistico, es decir, observar o medir alguna
l‘ caracteristica. Una muestra es un subconjunto de la poblaciéon. Se dice que la mues-

fra es representativa si es un fiel reflejo, respecto de la caracteristica que se desea
L‘ estudiar, de la poblacién que se quiere analizar.

Para que la muestra sea representativa, en ella se debe conservar la proporcion en
I-‘ que estan presentes en la poblacion los distintos infegrantes de la misma.

n En un estudio de una poblacion formada por 1800 personas de las que
1200 son mujeres. (Como debe estar compuesta una muestra
representativa de 60 personas?

Llamamos h al nimero de hombres elegidos en la muestray mal de mujeres. Para
mantener las proporciones presentes en la poblacién ha de cumplirse que:

1200 _ m_
1800 60

Asi, el nimero de hombres en la muestra es 20 y el de mujeres es 40.

=m=40; h=60-40=20

n Indica si conviene realizar los siguientes estudios estadisticos fomando
poblaciones o muestras:

a) La edad ala que comienzan a leer los nifos finlandeses.
b) El precio de los vehiculos de alta gama vendidos en Espafia en el Gltimo afo.

c) El peso de los jugadores del equipo de fatbol mdas importante de tu ciudad.

En el caso c) la poblacién esta constituida por pocos miembros, por lo que

es innecesario tomar muestras. Al contrario que en a) y b) en los que el tamafio
de la poblacién es muy grande, por lo que la seleccién de una muestra es
imprescindible.

n Se ha tomado una muestra de los precios del mismo producto en 10
comercios, elegidos al azar, y se han encontrado los siguientes precios:
0.95€ 1,08€ 097 €, 1,12€,099€, 1,06€, 1,05€, 1€, 099€y0,98 €.
¢Cudl es la media muestral?

La media muestral es la media de los diez precios dados, esto es:

0,95+1,06+0,97+1,12+0,99+1,07+1,05+1+0,99+0,9&6

10 =1,02€
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Para construir muestras representativas se tienen que emplear procedimientos alea-
torios, es decir, se debe cumplir que todos los elementos de la poblacién tengan la
misma probabilidad de ser elegidos como miemibros de la muestra.

Entre los tipos de muestreo se distinguen aquellos en los que la seleccidn de la mues-
fra se realiza sin reemplazamiento y aquellos en que se realiza con reemplazamiento.
En los primeros, si un individuo es elegido para formar parte de la muestra es excluido
del proceso de seleccidn de nuevos miembros, y esto no sucede asi en el segundo,
en el que un mismo individuo puede formar parte varias veces de la muestra selec-
cionada.

T T

n Indica si los siguientes métodos de obtencion de una muestra
son adecuados.

a) Para un estudio sobre las actividades de ocio preferidas por los habitantes
de una localidad, encuestamos a 100 personas al azar a la salida de un partido
de fatbol.

b) Queremos estimar la estatura media de los 2000 nifos de 10 afos de una
localidad y elegimos al azar 20 colegios de la localidad y 5 nifos de cada
uno.

¢) En una localidad de 3000 habitantes se quiere construir un centro de
ocio. Los habitantes se distribuyen por edades como sigue: 700 ninos, 750
jovenes, 1100 adultos y 450 ancianos. Para averiguar qué fipo de actividades
les gustaria que hubiera en dicho centro, se selecciona al azar una muestra
de 100 personas para ser encuestadas, constituida por 20 ninos, 25 jdvenes,
26 adultos y 29 ancianos.

d) En un barrio hay 400 habitantes, distribuidos en cuatro urbanizaciones: el
12% viven en A, el 20% en B, el 36% en C y el 32% en D. Para comprobar el
grado de satisfaccidon con los servicios de limpieza y basuras se selecciona
una muestra de 50 personas del modo siguiente: 6 habitantes de A, 10 de B,
18 de Cy 16 de D.

No son adecuados los métodos empleados en los apartados a) y c) pues en

el primero solo se considera a un grupo (el que acude al partido de fiitbol)

dentro de la poblacién y en el tercero la muestra no mantiene, ni siquiera
aproximadamente, las proporciones de los distintos grupos de edades presentes
en la poblacién.

En el caso de los apartados b) y d) si se esta escogiendo de forma correctalla
muestra. Se emplean prodedimientos aleatorios y, en el caso d), la muestra
mantiene las proporciones de habitantes en cada urbanizacioén.
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12.2. Graficos Estadisticos

L

Dada una coleccion de datos se llama frecuencia absoluta de uno de ellos al nimero
de veces que dicho dato se repite. Se cumple que la suma de las frecuencias absolutas
de todos los valores es el total de datos de nuestro estudio.

Liamamos frecuencia relativa al cociente entre la frecuencia absoluta y el total de

los valores es igual a 1.

H datos de nuestro estudio. Se cumple que la suma de las frecuencias relativas de todos
|

ﬂ Se ha preguntado a los 25 alumnos de una clase sobre el nUmero de piezas

de fruta que comen al dia. Sus respuestas han sido las siguientes:

2,03 1,11,2321,1,001,33,3.233.22 21,1

¢Cudles son las frecuencias absolutas? ;Y las relativas?

Los datos obtenidos son x, =0, x, =1, x; =2,y x, = 3, las frecuencias absolutas son

f,=3,f,=8,f;=7yf,=7 porlo que las frecuencias relativas son f,, = %, f,= 28—5,
f+=25Y =25

H Se llama frecuencia absoluta acumulada ésima al nUmero: F=fi + ... + f;

I-‘ Y frecuencia relativa acumulada -ésima al ndmero: F,=1, + ... + f;

La frecuencia porcentual ésima es el tanto por ciento al que equivale la frecuencia
L relativa de un dato particular.

n Representa en forma de tabla los datos del Ejercicio anterior, sus frecuencias

absolutas y relativas ordinarias, acumuladas y porcentuales.

. Frecuencia . Frecuencia . Frecuencia
Frecuencia Frecuencia . Frecuencia
; absoluta . relativa porcentual
absoluta relativa porcentual
acumulada acumulada acumulada
3 ) 5 0
(0) 3 3 25 55 12% 12%
& 11 o o
1 & 11 25 5 32% 449
7 18 o o
2 7 18 55 25 26% 72%
7 o o
3 7 25 55 1 28% 100 %
Total 25 1 100 %
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y relativas.

siguiente tabla:

S J I T I T I T I

Los diagramas de barras, poligonos de frecuencias
y diagramas sectoriales, son graficos que se
emplean para representar las frecuencias absolutas

Ejemplo: El siguiente diagrama de barras representa
una poblacién cuyos datos son los que figuran en la

1 2

3 4

5

6

0 6

10 5

4

1

Para construir el poligono de frecuencias basta unir
mediante una poligonal los extremos superiores de Ilas
barras representadas en el diagrama de barras.

Esta informaciéon se puede reflejar en un diagrama sec-
torial. Los grados de cada sector se calculan multipli-
cando su frecuencia relativa por 360°.

3 4

5

poligono de
frecuencias

_| . diagrama de

barras

,,,,,,,

6

n.° de comidas diarias

1
@2
a3
04
|5
0e

n Las estaturas de los 25 alumnos de una clase estan agrupadas segin

la tabla:
Altura (cm) [155, 165) [165, 175) [175, 185) [185, 195]
N.° de alumnos 5 7 8 5
Expresa en forma de tabla las frecuencias de cada intervalo.
. Frecuencia . Frecuencia . Frecuencia
Frecuencia Frecuencia . Frecuencia
Altura absoluta . relativa porcentual
absoluta relativa porcentual
acumulada acumulada acumulada
1 1 0, ()
I 5 5 5 5 20% 20%
7 12 o o
A 7 12 55 25 28 % 485 %
8 4 0, 0,
I & 20 55 5 32% &0%
I, 5 25 % 1 20% 100%
Total 25 1 100 %

Denotamos los intervalos mediante

I,=[155,165), I,=[165,175), I,=[175, 185),

1,=[185, 195]
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n Completa la siguiente tabla para que los datos
reflejen lo mostrado en el sector circular.

m1
@2
X; 1 2 3 4 o3
Frecuencia o o o 9 o
25% (|12,5%||12,5%|| 5O %
porcentual

n Se muestran en la tabla adjuntalas 100 14159265358979323846¢
primeras cifras decimales del nimero 26433832795026641971
n =3,14159265358979323846...:
Representa en un diagrama de barras
la frecuencia de apariciéon de los
digitos. 862803482534211706759

693993751058209749414

592307816406286208909

Digito (0] 1 2 3 4 5 6 7 (5] 9
Frecuencia & & 12 (| 11 || 10 & 11 & 10 || 14

Cuando los datos aparecen agrupados en intervalos se suele construir un histograma.
Esto es, una representacion grdfica en forma de rectdngulos, cuya altura es la fre-
cuencia del correspondiente intervalo. Cuando los intervalos no son de la misma lon-
gitud los rect@ngulos del histograma se constru-

9
yen de modo que la superficie de cada uno es 8
proporcional a la frecuencia del intervalo corres- ;'
P o V1
pondiente. S 5
: 2 4]
Ejemplo: o 3]
Representamos a continuacion el histograma vy el 1

poligono de frecuencias de los datos presentados T I =

en la siguiente tabla de frecuencias: Altura (cm)

[155, 165) [165, 175) [175, 185) (185, 195]
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12.3. Medidas de centralizacién

Las medidas de centralizacion de una serie de datos son valores con los que se pre-
tfende resumir parte de la informaciéon proporcionada por todos ellos.

La media aritmética de una serie de datos numéricos x;, X, .... X, cuyas frecuencias
absolutas son f,, ..., f, €s el nUmero:

_hxit . 46X
N

donde N=f, + ... + fy es el nUmero total de datos. Cuando los datos aparecen agrupa-
dos en intervalos se toman las marcas de clase de los intervalos, es decir, el punto
medio de cada inftervalo.

X

IPAC A Ay

m Encuentra la media aritmética de la altura de 25 alumnos sabiendo que:

Altura (cm) [155, 165) (165, 175) [175, 185) [185, 195]
Marca de clase 160 170 180 190
N.° de alumnos 5 7 8 5

Hemos de trabajar con las marcas de clase y las frecuencias de los intervalos.
La media aritmética es:

fixq+Foxp +3%5 +4%,4 _160-5+170-7+180-6+190-5

N 25 =175,2

X =

I.‘ Un ndmero M, es mediana de una serie de datos si cumple que una vez ordenados

los datos de menor a mayor M, deja a su izquierda el mismo ndmero de observacio-

H nes que a su derecha. Si el nUmero de datos es par fomaremos como mediana la
media aritmética de los dos valores centrales.

n La mediade x, 4x- 3, x+ 4, - 16, 9 y x - 5 es 4. ;Cudnto vale la mediana
de estos seis nimeros?

Como la media es 4 se tiene:

x+(4x—3)+(x+4)+(-16)+9+(x—5)

A =24=7x—-11=>x=5

4:;:

Por tanto, debemos calcular la mediana de los siguientes datos: 5,17,9,-16,9yO.

Ordenados de menor a mayor: —16,0,5,9,9,17 = M,= 5 ; 2._ 7
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(A qué se llama mediana cuando no cono-
cemos exactamente los datos ni sus fre-
cuencias sino los intervalos a los que perte-
necen? En tal caso, se considera la recta
que une los puntos del plano

P=X_ F) y Q=X 1)

que corresponden a los extremos del inter-
valo mediano y las frecuencias acumulo-
das de sus extremos, y se llama mediana a
la abscisa M, del punto de dicha recta

cuya ordenada es N. Una ecuaciéon de
dicha recta es:

F-F
_F =" Ti-l(x_ x
y j-1 X — Xj-] (X X/—])
Buscamos la abscisa del punto de la recta anterior cuya ordenada es g:
N

N R T ) M 2 )

——fg=—(X—X;)> =X=X41+ X — X4

2 J X — X J e J F. J J

-

R
X
X
5
X
X
X
X
N
X
.

m En la siguiente tabla aparecen los pesos, agrupados en intervalos,
de los 30 alumnos de un curso. Construye la tabla de las frecuencias
acumuladas, calcula su mediana y representa los datos en un diagrama

de barras.
Peso en kg (30, 40) [40, 50) [50, 60) (60, 70) [70, 80)
Frecuencia 2 4 15 8 1
Frecuencia
acumulada 2 6 21 29 50
Elintervalo mediano es [50,60)ya 35
que N_ 15. Por tanto: 30
2 25
N_ 20 Q
Me=xj_1+72 ! (xj—xH) i1 A1
Fj - ij1 10
) P
=M. =50+12=6 10-56 0 Laa
21-6 30 40 50 M, 60 70 80
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La moda de una coleccién de dafos numéricos es el valor o valores cuya frecuencia
absoluta es mayor.

m ¢Cudl es la moda de la coleccién
de datos representados en el
siguiente diagrama de barras?

La frecuencia absoluta mayor es N=8,
luego la moda es x5 = 3.

O—=NWHAULIO N 0O

1 T 2 T 3 T 4 T 5 T s

Cuando no se conoce exactamente el
valor de los datos sino solo su distribu-
cién por intervalos, se llama intervalo
modal a aquél cuya frecuencia absolu-
ta por unidad de longitud sea maxima.

Frecuencias

Supongamos que dicho intervalo es
[x. X;.1) Y su frecuencia es f. Enfonces la
moda, Mo viene dada por la siguiente
formula:

fi=fi
(= f0) + (= £11)

Mo = x; + (%41 = X)

que se obftiene al intersecar los segmentos mostrados en la figura.

Si los intervalos no tuvieran todos la misma amplitud se sustituye cada una de las fre-
cuencias que aparecen en la férmula anterior por la altura del correspondiente rec-
tédngulo.

J J J I I T I T T

m ¢Cudl es el intervalo modal y la moda de la coleccion de datos de altura
de un grupo de alumnos usado en actividades anteriores?

Altura (cm) (155, 165) || [165,175) || [175,185) || [185, 195]

N.° de alumnos 5 7 8 5

Puesto que en este caso todos los intervalos tienen la misma longitud
el intervalo modal es el de mayor frecuencia absoluta, que es [175,185).
La moda es:

&-7

Mo=175+ 6—7)+(6-5)

-10=177.5

Estadistica 1 4 3



IpS oSS

m Calcula graficamente la moda de los

datos que aparecen representados
en el siguiente histograma.
Comprueba que coincide con el valor
obtenido aplicando la férmula.

Calculamos la moda graficamente. Para ello
trazamos dos segmentos. El primero tiene
por extremos los puntos (8,2,12)y(8,8,6)y el segundo (8,2,9) y (8,8, 12).
Asi, la moda es la abscisa del punto de interseccién de ambos segmentos, es decir,
Mo=56.4.

Por otro lado, si aplicamos la férmula obtenemos el mismo resultado:

12-9
(12-9)+(12-6)

M0:8,2+ '0,6:8,4

Dado un ndmero p comprendido entre 0y 1 se dice que un ndmero x, es un cuantil
de orden p de un conjunto de datos si el 100p % de los datos es menor o igual que x,
y el 100(1 — p) % de los datos es mayor o igual que x,,.

Es importante senalar que no cabe hablar del cuantil de orden p sino de un cuantil
de orden p; normalmente buscamos un cuantil que se corresponda con uno de los
datos. Algunos cuantiles se emplean con mas frecuencia que ofros, y por ello reciben
nombres y notaciones especiales:

® Un nUdmero Q, es primer cuartil si es cuantil de orden p =

T A=

® Un ndmero &, es segundo cuartil si es cuantil de orden

1 . o
=5 es decir, coincide
con la mediana.

B Y un nUmero & es tercer cuartil si es cuantil de orden p = %

Los cuartiles dividen el conjunto total de datos en cuatro partes iguales. Son medidas
de posicion.

m Encuentra ,, , y ; entre los datos dados en la siguiente tabla:

Datos 0 1 2 4 5 6 7 8 9

Frecuencias 2 1 3 1 3 1 2 1 1

Ordenamos los datos de menor
a mayory, como hay 15 datos, 0, 0, 1, @ 2, 2, 4 @ 5 5, 6 @ 7,8 9
los cuantiles pedidos son los d d 3

sefialados en la figura. & M.=Q, Qs
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12.4. Medidas de dispersién

Las medidas de centralizaciéon nos indican donde se encuentra el centro de las
observaciones, pero son insuficientes para describir la poblacidén o muestra que que-
remos estudiar. Por ejemplo, las siguientes muestras:

{0, 10, 50, 50, 90, 100} vy {48, 49, 50, 50, 51, 52}
Son muy distintas. Sin embargo, en los dos casos la media, la mediana y la moda

valen 50.

Por ello es conveniente infroducir medidas de lo que se alejan los datos de los valores
centrales. Esas son las llamadas medidas de dispersion.

Se llama desviacién absoluta media de los datos Xx;,..., X, cuyas frecuencias absolutas
denotamos f;, ..., f. y cuya media denotamos X, al nimero

D, = %(fdx] —X|+ -+ ], —}|)

Uabababab bbbl

donde N=f; +...+ f.

m Calcula la desviacion absoluta media de los datos de la siguiente
variable estadistica.

Datos 0 1 2 3 4 5

Frecuencias 3 4 5 6 2 4

El nimero total de datos es:
N=f+..+f;=3+4+5+6+2+4=24
La media aritmética es:

fix;+.. +fexe _0-3+1-4+2.5+3-6+4-2+5-4 _60 _5
N 24 24 2

X =
Por lo tanto la desviacion absoluta media es:

1
D, :N(f1|x1—‘|+---+f6|x6—ﬂ):

Sog\2 g AT gte T2 oA =0 527

24

1 4
3
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H ®m El rango, R, también llamado amplitud o recorrido, es la diferencia entre el mayor
y el menor de los datos de la muestra.

B Se llama varianza de los datos X, ..., X, cuyas frecuencias absolutas denotamos
fi. ..., f.y cuya media denotamos X, al nUmero:

_ f1X12 +"‘+kaf e

1 _ _
Vor=c;2=N(f1(x1—x)2+---+fk(xk—x)2) m

donde N=f, + ... + f.

m Se llama desviacion tipica de los datos x,, ..., x, a la raiz cuadrada positiva de la
varianza, es decir, o =~/ Var,

Cuando los datos aparecen agrupados en infervalos los pardmetros anteriores se cal-
culan del mismo modo, aunque cada x; denota la marca de clase del intervalo corres-
pondiente.

JJ J J I T I

m Calcula la varianza y la desviacion tipica de los datos de la siguiente
variable estadistica:

Datos 0 1 2 3

Frecuencias 3 8 7 7

El numero total de datos es N=f, + ... + f,= 25, cuya media aritmética es:

= fix,+x, +faxs +fix,  8-1+7-2+7-3 _43
a N B 25 " 25

Por tanto la varianza vale:

Va2 0°+81°+7.2°+7.3° _(
25

45)2: 626
25) 625

626
25

y la desviacién tipicaes 0 =

Se denomina rango intercuartilico o recorrido intercuartilico de una serie de datos, y se
denota R; a la diferencia entre aquellos datos &, y &, que son tercer y primer cuartil,
es decir, R= &, — Q,.
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m Encuentra el rango intercuartilico entre los datos cuya tabla de
frecuencias es la siguiente:

Datos 0 1 2 4 5 6 7 8 9

Frecuencias 2 1 3 1 3 1 2 1 1

Ri:ag_a1:7_2:5

m Calcula el rango intercuartilico de las calificaciones obtenidas por los
alumnos de 4° de ESO en la asignatura de Informatica, que son las
siguientes.

Nota 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N.° de alumnos 2 2 4 5 8 9 3 il 3

El nimero de alumnos es N= 40, luego N_ 10y 3- N_ 30. Como las frecuencias

4 4
acumuladas son:

X 1 2 3 4 5 6 7 & 9
7 2 4 & ||13 || 21| 30 | 33 | 37 || 40

6+7
2

Los cuartiles pedidos son Q, =4y Qz = =6,5. Por tanto, el rango intercuartilico

es:R=6,5-4=2,5

m Calcula los cuartiles de la serie de datos proporcionada por la siguiente

tabla:
X; Frecuencias Fr. acumuladas
2 3 3
3 6 9
4 8 17
5 11 28
Total= 28

El total de datos es N=28, por lo que:

N_ N_ N_
2=75=14y3 ;=21

Luego @, =3,Q,=4y Q;=5.

Estadistica 1 4 7
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Puntuacion

Problemas

n Al tirar un dado 100 veces hemos obtenido los siguientes resultados:

R

[

3|l

4

5

[

N.° de veces | 16

| 14

20 ||

18

12

| 20

Construye una tabla con las frecuencias absolutas, relativas y acumuladas.

F . Frecuencia . Frecuencia
recuencia Frecuencia .
X; bsolut absoluta lati relativa
absoluta acumulada relativa acumulada
| 1 I 16 I 16 | o016 || o016 |
| 2 | 14 I 30 | o014 || o030 |
. 3 || 20 | s0 | 02 | o050 |
| 4 | 18 I 68 | o018 || oee |
| 5 | 12 I 80 | o012 | o080 |
| 6 || 20 | 100 || o2 || 1 |
| Total || 100 | o1 |

m Se ha realizado una encuesta en 40 hogares preguntando por el nimero
de individuos que viven en el domicilio. Las respuestas obtenidas han sido:
7.1,1,3,2,6,4,5,6,4,4,1,3,53,2,.4,1,6,2,3,4,5,5,6,2,3,3,2 21,8,

3.5.3.4,7,2,3,5.

a) Haz la tabla con la frecuencia absoluta y relativa, acumulada y porcentual.

F . Frecuencia . Frecuencia . Frecuencia
_ recuencia absoluta Frecuencia relativa Frecuencia porcentual
! absoluta relativa porcentual
acumulada acumulada acumulada
1 || 5 I 5 | 0125 || 0125 || 125% || 125% |
| 2 | 7 | 12 || o175 || 03 || 175% | 30% |
BER 9 | 21 || 0225 | 0525 | 225% | 525%
| 4 | 6 | =27 || o015 || o675 || 15% | 675% |
| 5 || 6 | 33 || o015 || o825 | 15% | e25% |
| 6 || 4 | 37 || o1 || 0925 | 10% | 925% |
7 | 2 | 39 || o005 || 0975 || 5% | 975% |
| 8 || 1 | 40 || 0025 || 1 | 25% || 100%

b) (Qué proporcion de hogares estd compuesto por tres o menos personas?

1 4 8 Estadistica

Leyendo la casilla de la fila tercera y la iltima columna deducimos que un 52,5% de

hogares esta compuesto por tres o menos personas.



Problemas &

ﬂ Se ha realizado una encuesta entre 250 automovilistas, a los que se les ha
preguntado cudntos puntos les quedan en su carnet, con estos resultados:

Puntos [0, 2) [2, 4) 4, 6) [6. 8) 8, 10]
N.° de automovilistas 25 50 100 50 25

a) Representa graficamente esta distribucion de frecuencias mediante un
diagrama de barras.

120

100

80

60

40

Automovilistas

20
0

0 2 4 6 8 10

Puntuaciones

b) (Qué tanto por ciento de automovilistas conservan menos de 4 puntos?

La proporcion de automovilistas que conservan menos de 4 puntos es 75 _ i,
. 0 250 10
o lo que es lo mismo, el 30%.

c) Calcula la media y la desviacion tipica de la muestra.

1.25+3-50+5-100+7-50+9-25 _ 1250 _

250 ~ 250 =9

X =

2 2 2 2 2
oo @5;2J1-25+5-5o+5~1oo+7-5o+9-25_

250
=29,6-25=219

5% =

E Lucia ha obtenido en esta evaluacion, las siguientes calificaciones en los
exdmenes de Latin: 6,75, 5, 8,25, 9,5y 7,5. ;Qué nota tendrd que sacar en el Unico
examen que le queda por realizar para obtener una nota media de 7,75?

Llamando x a la calificacion que debe obtener Lucia, se cumple que:

6,75+5+8,25+9,5+ 7,5 +x

6 =775=37+x=6-7,75=46,56=x=95

Por tanto, Lucia ha de obtener un 9,5 en el unico examen que le queda por realizar.
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Calcula la media, la mediana y la
moda de la serie cuyos datos estdn
representados en este diagrama.
(En el eje vertical aparecen las
frecuencias absolutas de los datos).

o = N W » U1 O N

Recogemos los datos y sus frecuencias en
una tabla:

T T 2 T3 T s T s T

Nota 1 2 3 4 5 6

Frecuencias absolutas 2 4 (5] 5 3 4

Frecuencias acumuladas 2 (%) 12 17 20 24

La media es:

2:1442+6-3+5-4+3-5+4-6 _87 _29
24 24 b6

X =

Como el nimero total de datos es 24, que es par, la mediana M, es la media de los
datos que, al ordenarlos de menor a mayor, ocupan los lugares 12y 13, esto es:

_3+4 _7
e~ 2 "2

Por ltimo, la moda Mo es el valor con mayor frecuencia absoluta, es decir, el que
corresponde a la barra de mayor altura. Por tanto, Mo= 3.

M

Las calificaciones obtenidas por Pedro y Luis en Quimica son las siguientes:
Pedro: 2, 3,5, 7y 8 Luis: 2, 3,4, 8y 8
¢Cudl de ellos posee unas calificaciones mas dispersas?

Ambos tienen la misma nota media pues:

2+3+5+7+8& - _2+3+4+8+8
5 =0 5

Sin embargo las varianzas no coinciden, pues en el primer caso:

X =

_(2-52+(3-5)°+(5-5°+(7-5)°+(8-5)° 9+4+0+4+9 _
Var, = 5 = 5 =5,2

mientras que en el segundo:

2 2 2 2 2
Var2=(2_5) +(3-5) +(4—55) +(&-5)"+(8-5) =9+4+;+9+9=6,4

Por tanto, las notas de Luis son mas dispersas, o lo que es igual, Pedro ha obtenido
unas calificaciones mas homogéneas.
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(3

La siguiente serie de datos 2, 4, 6, a, 10, b, 14 estd ordenada de menor a
mayor y tanto su mediana como su media es 8. Calcula ay b.

Se trata de una serie con 7 datos y, como este es un nimero impar, la mediana
es el que ocupa el cuarto lugar, que es a. Pero nos dicen que la mediana vale 8,
asi que a= &. Ademas, también la media es x = 8, luego:

2+4+6+6+10+b+14 N 44 +b

- 7 =&=b=12

&=x=

¢Cudles son los cuartiles que son datos de las siguientes series de datos,
en las que aparecen las frecuencias acumuladas F;, de cada uno de
ellos?

X; F; X; F
2 8 2 6
4 14 4 14
5 32 5 32
7 52 7 52
10 66 10 64
13 70

En la primera serie el niimero total de datos es N= 70, por lo que:

N_ 475 N_z5 5. N_
2=175 5=353.,=525

Y se desprende directamente de la tabla de frecuencias absolutas que:
Q,=50,=7,0=10

La segunda serie tiene N= 64 datos, luego:

N_q46 N_ N_
2-16 5=382,3-,=48

Y se desprende directamente de la tabla de frecuencias absolutas que:

5+7
2

Q1=5,a2= =6,Q5=7

Z9
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‘Probabilidad

13.1. Probabilidad de un suceso. Regla de Laplace

H Aquellos experimentos que no estdn regidos por las leyes de la fisica, y cuyos resulto-
dos son por tanto impredecibles, dependen de las llamadas leyes del azar, y se deno-
l‘ minan aleatorios. Ejemplos: La punftuacion que se obtiene al lanzar un dado o el

resultado de lanzar una moneda.
L

n Indica cudles de los siguientes experimentos son aleatorios:
a) Observar el palo de una carta que se extrae, con los ojos cerrados, de una baraja.
b) Medir la longitud del lado de un cuadrado de drea 16 m?,
c) Observar el color de los zapatos de la primera persona que me encuentre.

d) Observar el nimero premiado en el sorteo del Nifo.

Son aleatorios los experimentos a), c) y d), mientras que b) no lo es.

Regla de Laplace: Sean A,,..., A, los posibles resultados de un experimento aleatorio
regular, esfo es, todos ellos son sucesos elementales y tienen la misma probabilidad.
Sean S un suceso del mismo experimento y m el nUmero de resultados en los que se
presenta S de entre los n posibles, es decir, el nUmero de casos favorables al suceso S
que gueremos analizar. Se dice entonces que la probabilidad P(S) de dicho suceso es

P(S) = % es decir, el cociente entre el nUmero de casos favorables y el nUmero de

Ccasos posibles.

Ejemplos:

B Al lanzar un dado equilibrado la probabilidad de que salga una cara determinada
es 13 mientras que la probabilidad de que salga un ndmero par es % = %

B Sien una urna hay 3 bolas azules y 5 bolas rojas la probabilidad de que al extraer de
la urna al azar una bola ésta sea azul es % y la probabilidad de que salga roja es g

ST ST T

n ¢Cudl es la probabilidad de que al lanzar dos dados la suma de las
puntuaciones de ambos sea 10? ;Y la de que dicha suma sea 5?

Al lanzar dos dados se pueden obtener 36 = 6 - 6 pares de puntuaciones. Por tanto

hay 36 casos posibles, de los que solo (4, 6), (5, 5) y (6, 4) son favorables al suceso
5,: «la suma de las puntuaciones de ambos dados es 10». Por tanto, P(5,) = % = 11—2
Las puntuaciones favorables al suceso S,: «la suma de las puntuaciones de ambos
dados es 5» son (1, 4), (2, 3), (3, 2) y (4, 1), por lo que su probabilidad es

4
A%)=36"g
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n ¢Cudl es la probabilidad de que al levantar una ficha de dominé la suma
de los puntos de la misma sea mayor que 10?

El dominé consta de 28 fichas distintas, de las cuales solo son favorables al suceso S
- i pgy= 2 _ 1
del enunciado las siguientes: (5,6) y (6, 6). Asi, P(S) = 28= 14"
n Un estudiante responde al azar tres preguntas de verdadero o falso. ¢Cual
es la probabilidad de que responda correctamente las tres?

El estudiante puede responderde =2 - 2 - 2, modos distintos. Si V es la abreviatura
de verdadero y F la de falso las posibles respuestas son:

V,v,V),(V.V.F),(V.F,V),(F.V.V),(F.F,V),(F,V.F),(V.F.F)y (F.F,F)

De los cuales solo una es favorable. Asi, la probabilidad del suceso S: «el estudiante

responde bien a las tres preguntas» es P(S) = 3

ﬂ ¢Cudl es la probabilidad de que al lanzar dos dados la suma de las
puntuaciones obtenidas sea multiplo de 3?

Allanzar dos dados se pueden obtener 36 = 6 - 6 pares de puntuaciones, que
representamos en la forma (x, y), donde x es la puntuacion obtenida al lanzar el
primer dado e y la obtenida al lanzar el segundo dado. Los casos favorables son:

(1,2),(1,5),(2,1),(2,4),(3,3).(3,6),(4,2),(4,5),(5,1),(5,4),(6,3)y (6,6)

En consecuencia, la probabilidad buscada es P= % = %

Propiedades

m El nUmero m de casos favorables a un suceso S es siempre menor o igual que es
nUmero de casos posibles n, por lo que:

OsgzP(S)sl

B Consideramos un experimento con n casos posibles y un suceso S del mismo.
Denotamos S al suceso complementario, esto es, el suceso que consiste en que no
sucede S. Es claro que si m es el nUmero de casos favorables a S, entonces, n — m
es el nimero de casos en los que no sucede S, esto es, los casos favorables a §. En
consecuencia:

P(S)+P(S) =

m m-n n
n n

IPACAS AP AP uS b o

Por tanto, P(S) = 1= P(S).
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n Disponemos de dos bolsas, cada una de las cuales contiene 9 bolas

numeradas del 1 al 9. Calcula la probabilidad de que al extraer una bola
de cada bolsa el nimero de dos digitos formado con ambas bolas tenga
las dos cifras distintas.

Hay que calcular la probabilidad de S: «la numeracion de las bolas extraidas de cada
bolsa es diferente».
Por lo que el suceso complementario es S: «kambas bolas tienen el mismo nimero».

De los 81 casos posibles solo hay 9 favorables a S, que son:

(1,1),(2,2),(3,3),(4,4).(5.5),(6,6),(7,7),(88)y (9,9)

Y por tanto: P(S)=1-P(5)=1— 8% :g

Unidén e interseccion de sucesos. Sean Sy T dos sucesos. Se denota S u T al suceso
«sucede So sucede b, y se denota S n T al suceso «ocurren Sy T. El nUmero de casos
favorables al suceso S N T es menor o igual que el nUmero de casos favorables al
suceso S, que a su vez es menor o igual que el de casos favorables al suceso Su T,
luego P(SN T) < P(S) < P(Su T). Ademds:

PSuT)=P(S)+P(T)-P(SNT)

n Consideremos el experimento que consiste en extraer una bola de una

urna que contiene 100 bolas numeradas del 1 al 100, y los sucesos:
A: «se obtiene un multiplo de 10» y B: «<se obtiene un multiplo de 15»

a) Describe los sucesos A, By S= An B.

A={10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 60,90}, B={15, 30, 45, 60, 75, 90},
luego S={30, 60, 90}.

b) Calcula la probabilidad del suceso unién T= A U B.

El nimero de casos posibles del experimento es 100, luego fijandonos en el

apartado anterior obtenemos P(A) = % P(B)= %y P(S) = % , por lo que:

10 %) 3 _ 13

P(=PA+PB)-PO= 355700~ 100 100

De dos sucesos Sy Tse conoce que P(SUT) = 3 yP(SNT)= 1

¢Cudl de los siguientes nimeros puede ser la probabilidad
de S§? (Cudl es la probabilidad de T?

6 4 1 2

a) - b) - c) — d) =
) 5 ) 5 ) 6 ) 5
La probabilidad de todo suceso es menor oigual que 1, lo que descarta la primera opcién.
Ademas, 1_ P(SNT)SP(S)<P(SUT)= %lo que descarta las opciones segunda

5

y tercera. En consecuencia, P(S) = 5 Y operando obtenemos: P(T) = 5
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Algunas propiedades de los sucesos

Unién Interseccion
Conmutativa AuB=BUA AnB=BnA
Asociativa AuBuUC)=(AuB)yuC ANnBNnC)=(AnBnNnC
Idempotente AUA=A ANnA=A
Simplificaciéon AuBnNnA=A ANn(BUA=A
Distributiva AUBNC)=(AUBYNAUC)||ANnBUC)=(AnB)UAN )
Elemento neutro Aud=A ANnQ=A
Absorcién AuQ=Q ANnD=0
Leyes de De Morgan AUB=BnA AnB=BUA

Hemos denotado por Q y & al suceso seguro y al suceso imposible, respectivamente, esto
es, al suceso de probabilidad 1 y al de probabilidad 0.

n Consideremos el experimento que consiste en extraer una bola de una
urna que contiene 20 bolas numeradas del 1 al 20, y los sucesos:

A: «se obtiene multiplo de 5» B: «se obtiene un nidmero menor que 10»
C: «se obtiene un nidmero par»

Escribe los sucesos A, B, C, AnB, AnC,An(BuC)yAuUB,
y sus probabilidades.

Los sucesos pedidos son: A={5,10, 15, 20},B={1,2,3,4,5,6, 7,8, 9},
C={2,4,6,5610,12,14,16,18,20},AnB={5},AnC={10, 20},

ANBUC)=(ANB)U(ANC)={5,10,20} y AUB=ANB=ANB=1{5}

Por tanto, sus respectivas probabilidades son:

4 _1 9 10 _1
P(A):%:E P(B):E P(C):%ZE
1 _2_1
P(AmB)——zo P(AmC)——ZO_—1O
_3 ==\ _ 1
P(Am(BuC))——zo P(AuB)_—zo

Cuando el suceso S n T no se produce nunca se dice que Sy T son incompatibles o
mutuamente excluyentes. Entonces P(S n T) = 0 por lo que en este caso:

P(Su T)=P(S)+ P(T)

Esto también ocurre con uniones de mds de dos sucesos, es decir, si S;, S, ..., S,
son sucesos tales que cualquier par de ellos no pueden ocurrir simulténeamente,
enfonces:

ST

PSS U...uS)=PS) + ...+ P(S,)
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m Indica cudles de los siguientes sucesos del experimento aleatorio
consistente en extraer una carta de una baraja, son incompatibles.

A: «Se obtiene un oro»; B: «<Se obtiene una figura»; C: «Se obtiene el rey
de espadas»; D: «Se obtiene una espada multiplo de tres»

Son incompatibles los sucesos Ay C,y también Ay D.

n De los sucesos Sy T se sabe que P(S) = P(T) = y PSNT)=—
Calcula la probabilidad de los sucesos S T,Su Ty SuT.

P(§)=1—P(5)=%, P(f):1—P(T)=§y

3317

P(SUT)=P(S)+P(T)-P(SNT)= 107575 10

Para el cuarto suceso observamos que como Ty T son incompatibles también SN T
y 5N Tloson,ypuestoque S=(S5NT) u(8NT), resulta:

%:P(S):P(SmTHP(SmT’):%+P(5mf)
, A3 _1_1
Y en consecuencia P(SNT)= 10 510

k ¢ Qué se puede decir de la probabilidad de la interseccién de dos sucesos Sy T de un

experimento aleatorio? El caso mads sencillo es aquél en el que dichos sucesos son
I,‘ independientes, es decir que suceda o no S no influye en que suceda o no T. Esto
: equivale a que P(SN T) = P(S) - P(T).

m ¢Son independientes dos sucesos Ay B de un experimento aleatorio si
P(A)=0,3, P(B)=0,8y P(AUB) = 0,76?
Los sucesos Ay B son independientes pues P(A) - P(B)=0,3-0,86=0,24
yP(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=P(AnB)=1-P(AUB)=1-0,76 = 0,24

m ¢Cudl es la probabilidad de que al lanzar cuatro veces una moneda se
obtenga al menos una cruz?

Si S: «al lanzar cuatro veces una moneda se obtiene al menos una cruz», entonces

5: «al lanzar cuatro veces una moneda obtenemos cuatro caras». Por otro lado, si para
cadaie {1, 2, 3,4}5,denota el suceso: «al lanzar por i-ésima vez la moneda obtenemos
una cara», los sucesos S, son independientes, por lo que:

P(8)=1-P(58)=1-P(5,n5, NS, N5,)=1-P(5,)-P(5,)-P(55)-P(5.) =

(N _,_1_15
_1(2)‘1 16~ 16
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13.2. Probabilidad condicionada

Ejemplo: Consideremos el experimento consistente en lanzar un dado. Sea S el suce-

so obtener un nimero par. Por la Regla de Laplace, P(S) = %

Supongamos que el experimento ya se ha realizado, y sabemos que ha salido un
ndmero menor o igual que 3. Liamamos a este suceso A. Con esta informacién adi-
cional la probabilidad de S ha cambiado. Denotamos P(S/A), la probabilidad de que

ocurra S si sabemos que ha ocurrido A, entonces P(S/A) = ]E pues ahora los casos
posibles son 1, 2 0 3, y el Unico favorable es 2.

Fijados dos sucesos Sy A se denomina probabilidad de S condicionada por A a Ila
probabilidad de que ocurra S suponiendo que ha ocurrido A. Se denota P(S/A) y su
valor es:

P(Sn A

P(S/A) = PA)

AP AP AP ab bl

m Se lanza dos veces un dado. ¢;Cudl la probabilidad de que en el primer
lanzamiento haya salido un cinco sabiendo que la suma de las
puntuaciones de ambos lanzamientos es 8?

Llamamos A = «la suma de ambas puntuaciones es &» y S= «en el primer lanzamiento

sale un 5». El suceso Aes A={(2,6),(3,5),(4,4),(5, 3), (6, 2)} luego P(A) = =N

36
Por otrolado, SN A={(5, 3)}, porloque P(5N A)= 51_6 Asi:
1
_PBNA)_36_1
P(S1A) = P& ~5°5
36

m En una caja hay 5 bolas azules y 4 verdes. Se extraen sucesivamente 2 sin
reemplazamiento. Calcula la probabilidad de que la primera bola sea
azul y la segunda verde.

Consideremos los sucesos:
A= «la primera bola extraida es azul»; 5= «la segunda bola extraida es verde»
Nos piden calcular P(S N A), y emplearemos la formula P(S N A) = P(S/A) - P(A). En

nuestro caso, F(A) = gy P(S/A) = g = %, pues después de extraer una bola azul en la
caja quedan 4 azules y 4 verdes. En consecuencia:
_ P(A)=1.59_5
P(SNA)=P(S/A) - P(A)= >’ 918
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Si los sucesos Sy A son independientes se tiene P(S n A) = P(S) - P(A), luego en este
caso:

_P(SnA) _P(S) - P(S)
P(S/A) = PA) -~ PA)

= P(s)

Esta igualdad explica el nombre dado a los sucesos independientes; lo son porque la
probabilidad de S no queda condicionada por A, esto es, es independiente de que
A haya sucedido o no.

5
K
X
»

m ¢son ir;dependien’reszdos sucesos Sy A de los que se sabe que P(A) = %
-1 _%9
P(S) 3yP(AuS) 3
_ _ _1,1_2_1
P(ANS)=P(A)+P(5) P(AuS)—2+3 3-5
11 1 . .
Por otro lado, P(A) - P(S) = 23 g luego Ay S son independientes.
Teorema de la probabilidad total. Sean A,, ..., A, sucesos incompatibles dos a dos,

fales que A, u... U A, es el suceso seguro. Enfonces, para cada suceso S se tiene:

P(S)=P(S/A)) - P(A) + ...+ P(S/A,) - P(A,)

m Disponemos de dos bolsas con bolas rojas y negras. La primera tiene
tantas bolas rojas como negras, mientras que el nimero de bolas rojas
de la segunda duplica al de negras. Lanzamos una moneda al aire
y si sale cara extraemos una bola de la primera bolsa y si sale cruz
de la segunda. Calcula la probabilidad de que la bola extraida
sea roja.

Sean los sucesos:
A= «obtenemos cara al lanzar la moneda»

A= «obtenemos cruz».

Denotamos por S el suceso que consiste en extraer una bola roja. Asi:

7

_ . N.p(a)-1.1,21_
P(5)=P(5/A)-P(A)+P(51A)-P(A) = 225212
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13.3. Diagramas de arbol

El teorema de la probabilidad total se ilustra graficamente mediante los llamados
diagramas en arbol. Veamos un ejemplo. Se dispone de tres bolsas con bolas negras
y blancas. En la primera bolsa hay tres bolas negras y una blanca, en la segunda hay
dos de cada color y en la fercera hay una bola negra y tres blancas. Elegimos una
bolsa al azar y extraemos una bola de ella. {Cudl es la probabilidad de que la bola
elegida sea blanca?

El siguiente diagrama de arbol esquematiza el problemai:

Denotamos por A,, A, y A; los sucesos que consisten en elegir la primera, la segunda
o la tercera bolsa respectivamente. Sus probabilidades son iguales:

P(A) = P(A) = P(A) = 1

Por otro lado, es inmediato que si B = «la bola extraida es blancay, las probabilidades
condicionadas son:

1 1 3
P(B/A) = e P(B/A,) = 2 y P(B/A;) = 2

Aplicando el teorema de la probabilidad total obtenemos:

P(B) = P(B/A)P(A) + P(B/A,)P(Ay) + P(B/A;)P(As) =
1

L
3

+

w|—
N[ —

9
4

N|—
w|—
N |

Es conveniente observar que la suma de los ndmeros situados en las ramas que salen
de un mismo vértice es 1 y que la probabilidad de cada uno de los sucesos que apa-
recen a la derecha es la suma de los productos de los nimeros situados en las
ramas que conducen a él.

Probabilidad 1 59



m Una bolsa contiene 3 bolas blancas y 4 negras; una segunda contiene

2 bolas blancas y 3 negras, y una tercera contiene 1 bola blanca

Y 2 negras. Se lanza un dado, y si sale un 1 se extrae una bola de la
primera bolsa. Si sale un niimero primo (el 1 no es primo) se extrae

de la segunda bolsa, y en otro caso se extrae una de la tercera bolsa.
¢Cudl es la probabilidad de que la bola extraida sea blanca?

A, =«labola se extrae de la primera bolsa», A,
=«la bola se extrae de la segunda bolsa» y A,
=«la bola se extrae de la tercera bolsa»,
cuyas probabilidades son:

1 3 1
17 1 _1
P(As):1_P(A1)_P(Az):1—g—§=g

Asi, la probabilidad del suceso S= «la bola
extraida es blanca», se calcula mediante la
férmula:

P(B)=P(BIA,)-P(A,)+FP(BIA,)-P(A,)+FP(BIA;)-P(As)

y las probabilidades condicionadas que aparecen en la férmula anterior son:

P(SIA)=3. P(5IA)=2 y P(51A5)=%

Por tanto, al sustituir estos valores resulta:

31,21, 11_1
P(S)—7 6+5 2+ +

241

33 14 5 9 63

Una bolsa contiene una bola blanca y dos negras, y una segunda bolsa
contiene dos bolas blancas y una negra. Se saca al azar una bola de la
primera bolsa y se introduce en la segunda. A continuacion se saca una
bola de la segunda bolsa. ¢{Cudl es la probabilidad de que la bola
extraida sea blanca?

Sean los sucesos S = «la bola extraida en segundo lugar es blanca» y A= «la bola
extraida de la primera bolsa es blanca». Asi:

_1 _3 2)=1. 2
P(A=5, P(SIA=2y P(51A)=

2 3
Por tanto: @ 9

&) 86
R

P(8)=P(S/IA)-P(A)+P(5/A)-P(A) = @’ Q%
31,12 1. 1_7
“43'23 273712
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13.4. Tablas de contingencia

J J J I I I T I T I T I T I IT I IT I ITITITIT

Las tablas de contingencia son tablas de entrada mdltiple en cuyas celdas se escribe
el nimero de objetos que cumplen las caracteristicas indicadas en la intersecciéon de
la fila y la columna en que se encuentra dicha celda.

Veremos a continuaciéon cémo utilizarlas para resolver problemas en los que haya
que calcular probabilidades.

Ejemplo: Supongamos que se sortea un coche entre los 140 empleados de una
empresa, de los que 75 son mujeres, 90 son personas casadas y 20 son mujeres
solteras.

Vamos a responder a las siguientes preguntas:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que el agraciado con el coche sea un hombre
solfero?

b) Sabiendo que la persona afortunada es casada, ¢cudl es la probabilidad de que
sea una mujer?

B En primer lugar construimos la tabla que recoge los datos del enunciado.

B Después completamos la tabla rellenando los huecos.

A partir de esta tabla se pueden responder directamente las preguntas formuladas
inicialmente.

a) Como hay 30 hombres solteros de un total de 140 personas la probabilidad del
suceso S = «el agraciado con el coche es un hombre soltero» es:

30 3
P(S) =" ==
5)=120"12

b) Como el total de personas casadas es 90, y de ellas 55 son mujeres, la probabili-
dad P(T/A) del suceso T = «la persona afortunada con el coche es mujer, supo-
niendo que se da el suceso A = «la persona a la que le toca el coche es casa-
da», es:

11

P(T/A) = 18

~O|(J‘l
[@3Fé)
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m En una clase de 25 alumnos hay 10 que han aprobado Fisica, 12 que han

aprobado Quimica y 6 que no han aprobado ninguna de las dos.
Construye una tabla de contingencia que refleje los datos del enunciado.
Elegimos al azar un alumno de esa clase:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que haya aprobado Fisica y Quimica?

b) Sabiendo que ha aprobado Quimica, ¢cudl es la probabilidad de que haya
aprobado Fisica?

Aprueban Quimica Suspenden Quimica Totales
Aprueban Fisica 3 7 10
Suspenden Fisica 9 6 15
Totales 12 13 25

Denotamos por Qy Flos siguientes sucesos:
Q= «el alumno seleccionado aprueba Quimica»

F = «el alumno seleccionado aprueba Fisica».

o . . _3 _3_1
Sin mas que mirar la tabla obtenemos: P(QN F) = 55 Y P(FIQ) = T
Considera la siguiente tabla que contiene los resultados de un estudio
que analiza la efectividad del uso de cascos de seguridad en ciclistas,
para prevenir lesiones en la cabeza en caso de accidentes.

Usa casco No usa casco Totales
Con lesion en la cabeza 17 218 235
Sin lesion en la cabeza 130 428 558
Totales 147 646 793

Seleccionado uno de los accidentados al azar calcular la probabilidad
de que haya sufrido lesiones en la cabeza. Si sabemos que llevaba el
casco puesto, ¢cudl es la probabilidad de que haya sufrido lesiones
en la cabeza?

Denotamos por Ly Clos siguientes sucesos:
L = «el accidentado sufrio lesiones en la cabeza»

C=«el accidentado llevaba el casco puesto»

235
793’

p(Lic) =T

Sin mas que mirar la tabla obtenemos: P(L) = 147

1 6 2 Probabilidad



Problemas &

En una bolsa hay 40 bolas, unas son rojas y las otras verdes. Se sabe que la
probabilidad de sacar bola verde es % ¢Cudntas bolas hay de cada color?

El niimero de bolas verde es > de 40, esto es, 24 son verdes y, por tanto,
40 - 24 = 16 son rojas.

¢Cudl es la probabilidad de que el resultado obtenido en dos dados sea distinto?

El nimero de parejas de puntuaciones es 6 - 6 = 36. Se pide calcular la probabilidad del
suceso S: «las puntuaciones de ambos dados no coinciden». Es mas sencillo contar el

nimero de parejas de puntuaciones coincidentes, que son las seis siguientes: (1, 1),

(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)y (6, 6). Por tanto, P(5) = %z%luego P(S)=1—P(5) =g.

La probabilidad de que Ana apruebe Matematicas es % mientras que la
probabilidad de que las apruebe Beatriz es % Ademas, la probabilidad de que
apruebe Ana y no apruebe Beatriz es % Calcula la probabilidad de que:

a) Aprueben Ana y Beatriz.

Llamamos A al suceso Ana aprueba y B al suceso Beatriz aprueba. Por el enunciado:

) 1 = 3
P(A)——5,P(B)——zyP(AﬁB)——,IO
. = 3 3 )
P(A)—P(AmB)+P(AmB):>—5—P(Am5)+—10:>P(AmB)_—1O

En consecuencia, la probabilidad de que aprueben Ana y Beatriz es % .

b) Solo apruebe Beatriz.
Se trata de calcular P(z N B). Razonando como en el caso anterior:

P(B):P(AmB)+P(ZmB):>%:%+P(305):>P(Zr\5):%
c) Apruebe al menos una de los dos.
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=2+1_3 -4
5 2 10 5

En tres cajas tenemos que la primera contiene 10 bombillas, 3 de las cuales estdn
fundidas; en la segunda hay 6 bombillas, todas en perfecto estado, y la tercera
tiene 3 fundidas de un total de 8. ;Cudl es la probabilidad de que, al seleccionar
una bombilla al azar, funcione?

Denotamos por A,, A, y As los sucesos consistentes en «elegir una bombilla de la

1 2 3
primera», «de la segunda» y «de la tercera caja». Llamamos F al suceso «la bombilla
elegida al azar funciona». Aplicando el teorema de la probabilidad total se tiene:

P(F)=P(F/A;) - P(A,) + P(F/A,) - P(A,) + P(F/A3) - P(As) =
7 1,61 5 93 _ 31

1,61,5 1_93 _
1 3 & 3 120 40

Probabilidad 1 6 3
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Calcula la probabilidad de que al lanzar tres dados la suma de las
puntuaciones obtenidas sea 6.

Representamos los resultados de los lanzamientos como ternas de nimeros
comprendidos entre 1y 6. El niimero total de dichas ternas es 6° =216, mientras
que aquéllas cuyos miembros suman 6 son las siguientes:

(1,1,4),(1,2,3),(1,3,2),(1,4,1),(2,1,3),(2,2,2),(2,3,1),(3,1,2), (3,2, 1)

Por tanto, hay, exactamente, 9 casos posibles, asi que la probabilidad pedida es:

__.9 _1
P_216_24

Consideremos el experimento que consiste en lanzar una moneda
3 veces, y los sucesos:

A = «se obtienen al menos dos caras»; B = «se obtienen exactamente dos carasy;
C = «se obtiene cara en el primer lanzamiento» y D = «se obtiene cruz en los dos
primeros lanzamientos».

a) Escribe los cuatro sucesos anteriores y calcula sus probabilidades.

Escribimos cada resultado como una terna formada por simbolos cy x, que
denotan, respectivamente, que se ha obtenido cara o cruz. Por ello, el nimero de
posibles resultados es

2°=8, yA={(c,cc)(ccx),(cxc),(xcc)}, B={(cc x),(cxc)(xcc)l,
C={(c.c.c),(c.,c,x),(c.%¢)(c.;%x)}y D={(xx¢),(x x x)}

En consecuencia:

P(A) = ¥

®[»

1
29
b) Calcula la probabilidad de los sucesos: S, =Bn C, S,=BUC, T=(AnCuDyT

5,=BNC={(c, ¢ x),(c,xc)},luego P(S,) =%=

P(BLUC)=PB)+P(C)-P(BNC)=
Por otro lado:
T=(ANnC)uD={(c,cc),(ccx),(cxc)(xxc),(xxx}

. _5 o7 ) _1_ _4.5_3
Yasl.F’(T)—a,P(T)—’I P(T)=1 58

1 6 4 Probabilidad




3 Indica si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) Sidos sucesos son incompatibles enfonces necesariamente son
complementarios.

La primera afirmacion es falsa. Basta realizar el experimento aleatorio que
consiste en extraer una carta de una baraja espafiola y considerar los sucesos
A: se obtiene una figuray B: se obtiene un 2. Es claro que los sucesos son
incompatibles pues ningin 2 es figura, y sin embargo no son complementarios.

b) Si dos sucesos son complementarios entonces necesariamente son
incompatibles.

La segunda afirmacidn es cierta pues para cualquier suceso A se cumple que
ANA =, luego P(ANA)=P(J)=0.

(4 De una caja que contiene 5 bolas azules y 4 verdes se extraen
sucesivamente 2 sin reemplazamiento. Calcula la probabilidad
de que la segunda bola sea verde.

Consideremos los sucesos:

A: «la primera bola extraida es azul» y S: «la segunda bola extraida es verde»

Sabemos que P(A) = y P(S/A) =— 5> Mientras que P(s/A)= 3, pues al suponer
que la primera bola extralda es verde en la caja quedan 5 bolas azules y 3 verdes.

Ademas:
-\ 4
P(A)=1 -AA =5
Y por la féormula de la probabilidad total, 1a probabilidad buscada es:

P(S)=P(5/A)- P(A)+P(S/A) - P(A) = % g,g g g

@ Pedro se presenta a un examen habiendo estudiado 10 de los 25 temas
correspondientes a la materia del mismo. El examen consiste en
desarrollar un tema que el alumno elegird entre los dos que han sido
seleccionados al azar. Calcula la probabilidad de que Pedro pueda
desarrollar uno de los temas que ha estudiado.

Sean S,: «el primer tema elegido al azar es uno de los que Pedro no ha estudiado»,
5,: «el segundo tema elegido al azar es uno de los que Pedro no ha estudiado» y
Sel suceso cuya probabilidad nos piden. Si sucede S, quedan por sortear 24 temas,

de los que Pedro ha estudiado 10, luego P(5,/5,) = 1 4 Com P(s,))= E se tiene:
15 14 _ 1_ 7 _13

P(O)=1-P(8)=1-F(8:)- P(5:/5:) =1 -5 5 =1-55=55

Probabilidad 1 65
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Prueba que al restar a un nimero entero de tres cifras el que resulta de
escribir sus cifras en orden inverso se obtiene un miltiplo de 99.

Si el nimero dado se escribe n = abe, el que se obtiene al escribir sus cifras en orden
inverso es m = cba, y al restarlos:

n—m=(100a+10b+¢)—(100c+ 10b+a) = 99 a—99¢ = 99(a—¢)
que es miiltiplo de 99.

En las rebajas el precio de un televisor de 800 euros ha quedado reducido
a 640 euros. ;Qué porcentaje de descuento le han aplicado?

160 _ 1

El descuento ha sido de 500 — 640 = 160 euros, es decir, 800 5 del precio
original del producto, luego el porcentaje de descuento es % -100 = 20 %.

Una empresa de construccion ha calculado que 5 camiones consiguen
evacuar 600 m® de tierra en 4 dias si cada camidn realiza 6 viajes al dia.
¢Cudntos dias tardarédn en mover 3500 m® de tierra con 7 camiones
haciendo 10 viajes al dia cada uno?

Cinco camiones evacuan 600 m® de tierra en 4 - 6 = 24 viajes.

Un camién evacua 600 : 5 = 120 m® de tierra en 24 viajes.

Un camién evacua 120 : 24 = 5 m® de tierra en un viaje.

Un camién evacua 5 - 10 = 50 m® de tierra en 10 viajes.

Siete camiones evacuan 50 - 7 = 350 m’ de tierra en un dia con 10 viajes cada uno.

Por tanto, para evacuar 3500 m® de tierra en esas condiciones necesitaran:

3500 _ ,
250 10 dias

Se sabe que el polinomio p(x) = x> + 7x* + kx — 15 es multiplo de x + 5.
Halla k y descompén p(x) en factores de grado 1.

Se deduce del Teorema del resto que p (—5) = O, luego:
0=p(-5)=(-5)°+7(-5)°~5k-15=35-5k = k=7
Aplicando Ruffini sucesivamente:

‘1 7 7 -15
-5 -10 15 = p(x)=x5+7x2+7x—15=(x+5)(x2+2x—5)
17 2 -3 0]

12 -3
1 1 3 = p=(x+5)(+2x—3)=(x+5)(x—1)(x+3)
o)

-5

b b Evaluacion general




(5 Encuentra dos nimeros cuya diferencia es 6 sabiendo que la diferencia
entre el cuadruple del menor y el doble del mayor es 10.

Sean x e y los niimeros buscados, y suponemos x > y. En consecuencia,
x—y=06y4y—2x=10,estoes, 2y—x = 5. Se trata entonces de resolver el
sistema de ecuaciones:

X—y=6 Xx=y+6 gy 1
—x+2y=5<:> y=11 = x=irey=11

6 Las diagonales de un rombo miden 21 y 28 cm. Calcula mediante el
Teorema de Pitagoras la longitud de los lados del rombo.

Con las notaciones de la figura, cada lado del rombo mide AB.

Ademas, el triangulo AOB es rectangulo y sus catetos miden  § 0 5
OA = % 0B = % = 14. Por el teorema de Pitagoras: h
AB* = (221) +14% = (325) es decir, AB = % ngcm

/;l Una bolsa contiene 2 bolas blancas y 3 rojas y una segunda bolsa contiene
3 bolas blancas y 2 rojas. Se lanza un dado vy, si se obtiene par
o multiplo de 3 se extrae una bola de la primera bolsa, y en caso contrario
de la segunda. Calcula la probabilidad de que la bola sea blanca.

Se trata de calcular la probabilidad del suceso B: «la bola extraida es blanca».
Denotamos A, al suceso: «la bola se extrae de la primera bolsa» y A, al suceso: «la bola

se extrae de la segunda bolsa». Los numeros de las caras del dado que son é)ares 0
miultiplos de 3 son 2, 3,4 y 6, luego F(A,) = 6 5 por loque P(A;) =1 - 3= 3
2

Como las probabilidades condicionadas son P(B/A;) = 5Y P(B/A,) = % En consecuencia:

P(B)=P(B/A) - P(A) + P(BIA) - P(A) =5 5+5 5=

(8 Calcula la mediana de los nimeros positivos 2x, x — 3, x+ 4, x— 1, 15, X
y 3x — 3 sabiendo que su media es 11.

Como la media es 11 se tiene:
2x+(x—3)+(x+4)+(x—1)+15+x* +(3x—3) x>+ 8x+12
7 - 7
por lo que x* + 8x— 65 = 0. Las soluciones de esta ecuacién de segundo grado son:

= —8+/8°+4-65 _—-8+./64+260 _-8+./324 _-8+18

2 2 2 2
Luego x =—13 0 x = 5. Como nos dicen que los niimeros son positivos, ha de ser x = 5.
Los nimeros son 2,4, 9, 10,12, 15y 25, cuya medianaes M, = 10.

11=x=

Evaluacion general 1 6 {
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